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Introduction
0.1 De la ge´ome´trie lorentzienne au espaces me´triques
Depuis le de´but du 20e`me sie`cle, la ge´ome´trie lorentzienne s’est naturellement impose´
comme la nouvelle ge´ome´trie a` e´tudier. Poincare´ disait a` ce propos ([44]) :
”Parmi ces axiomes, il en est un qui semble me´riter quelque attention, parce
qu’en l’abandonnant, on peut construire une quatrie`me ge´ome´trie aussi cohe´-
rente que celle d’Euclide, de Lobatchevsky et de Riemann... Je ne citerai qu’un
de ces the´ore`mes et je ne choisirai pas le plus singulier : une droite re´elle peut
etre perpendiculaire a` elle-meˆme”.
Le de´veloppement de la ge´ome´trie lorentzienne est duˆ essentiellement a` la the´orie de
la relativite´ ge´ne´rale ; la notion d’espace-temps telle qu’on la connait aujourd’hui en est le
pur fruit. Ainsi un espace-temps est une varie´te´ lorentzienne (munie d’une orientation tem-
porelle) solution de la ce´le`bre e´quation d’Einstein. Les moyens classiques et historiques de
trouver des solutions de l’e´quation d’Einstein sont les suivantes :
1) La recherche des mode`les cosmologiques qui sont des solutions particulie`res de l’e´quation
d’Einstein posse`dant beaucoup de syme´tries. Ceci inclut le mode`le de Robertson-Walker,
de´veloppe´ dans les anne´es 20, qui mode`lise la forme globale de l’univers et qui est a` l’origine
meˆme de la the´orie du Big Bang. Un autre exemple est celui du mode`le de Schwarschild-
Kruskal, de´veloppe´ en 1916, destine´ a` mode´liser la forme de l’univers au voisinage d’un astre
sphe´rique isole´ et qui est a` l’origine du concept de trou noir.
2) La formulation sous forme d’un proble`me de Cauchy de l’e´quation d’Einstein, permettant
de calculer nume´riquement quelques solutions de cette e´quation. Il s’agit :
– de se placer dans une varie´te´ diffe´rentiable M × R ;
– de se fixer une me´trique riemannienne et un champ H de formes biline´aires sur M
satisfaisant les e´quations de Gauss-Codazzi ;
– de chercher alors une me´trique lorentzienne g satisfaisant l’e´quation d’Einstein, de´finie
sur un voisinage de M × {0} et telle que le couple (h,H) soit e´gal a` (g0,Π), ou` g0
est la restriction a` M × {0} de la me´trique lorentzienne g et Π est la seconde forme
fondamentale de M × {0}.
Une autre question qui a inte´resse´ les physiciens et les mathe´maticiens est de savoir
quels sont les e´ve´nements qui peuvent influencer un e´ve´nement donne´. En des termes plus
mathe´matiques, quels sont les points de la varie´te´ lorentzienne qui peuvent eˆtre joints par
une courbe causale i.e. une courbe dont tous les vecteurs tangents sont de norme ne´gative
ou nulle. On parle alors de the´orie de la causalite´. La grande partie de cette the´orie a e´te´
de´veloppe´e durant la fin des anne´es 60 et pendant les anne´es 70 par Ellis, Geroch, Hawking,
Penrose, Sachs, Wu et d’autres (voir [33], [35], [40], [46] et [17]) conduisant ainsi a` la de´-
monstration des ce´le`bres the´ore`mes de singularite´s de Hawking et Penrose. Ces travaux se
sont aussi solde´s par l’e´tablissement d’une hie´rarchie entre les diffe´rentes notions de causa-
lite´s, dont la plus forte et la plus importante est l’hyperbolicite´ globale. Pour les besoins de
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cette introduction, mentionnons sobrement ici dans un premier temps la de´finition la plus
rapide de cette notion dans un cas particulier : un espace-temps est globalement hyperbolique
spatialement compact s’il admet une hypersurface de Cauchy compacte i.e une hypersurface
plonge´e compacte telle que toute courbe causale inextensible la rencontre en un point et
un seul. Un tel espace-temps, s’il est solution de l’e´quation d’Einstein, est dit maximal s’il
n’admet pas d’extension qui soit toujours solution de l’e´quation d’Einstein et a` courbure
constante.
D’autres travaux plus re´cents sur la the´orie de la causalite´ sont duˆs a` Bernal, Fathi,
Sa´nchez et Siconolfi (voir [20], [21], [47], [31]).
La plupart des travaux actuels en ge´ome´trie lorentzienne tournent autour de ces diffe´-
rentes questions faisant de la ge´ome´trie lorentzienne un pont reliant l’analyse a` la ge´ome´trie
diffe´rentielle.
Un aspect important de la ge´ome´trie lorentzienne qui demeure toujours insuffisament
e´tudie´ est celui des espaces-temps a` courbure constante. Du point de vue de la relativite´
ge´ne´rale, ces espaces-temps sont tre`s restrictifs. Cependant, la de´couverte des trous noirs
BTZ par les physiciens au de´but des anne´es 90 a constitue´ une importante source d’inte´reˆt
pour les espaces-temps a` courbure constante puisqu’alors un phe´nome`ne comme ”l’existence
du trou noir” qu’on pensait relie´ a` l’explosion de la courbure, pouvait se produire dans un
espace-temps a` courbure constante. Les espaces-temps a` courbure constante ont aussi joue´,
depuis la fin des anne´es 80, un roˆle central dans l’e´laboration et l’e´tude de la the´orie de la
gravite´ quantique en dimension 3.
D’un point de vue mathe´matique, ces espaces-temps constituent une famille a` la fois
importante et naturelle dans laquelle on peut espe´rer comprendre beaucoup de questions
fondamentales. Bien qu’ils posse`dent une ge´ome´trie locale triviale, leur ge´ome´trie globale
est beaucoup plus riche. Jusqu’au de´but des anne´es 90, l’inte´reˆt pour ces espaces-temps
e´tait limite´ et se re´duisait essentiellement au cas compact, ce qui n’est pas pertinent du
point de vue de la causalite´ puisqu’alors la relation de causalite´ est triviale.
Dans [51], Witten proposait de classer les espaces temps globalement hyperboliques a`
courbure constante. Une premie`re re´ponse a` ce proble`me est venue de Mess dans [38], ou`
il classifie les espaces-temps plats et anti-de Sitter globalement hyperboliques spatialement
compacts maximaux de dimension 2 + 1. De manie`re plus pre´cise, il e´tablit une corres-
pondance bijective entre ces espaces-temps et les laminations ge´ode´siques mesure´es sur les
surfaces hyperboliques compactes. La re´ponse a` la question de Witten dans le cas de Sitter
est venue un peu plus tard dans la the`se de Scannell [48], ou` sont classifie´s les espaces-
temps globalement hyperboliques Cauchy compacts maximaux localement de Sitter et de
dimension quelconque. Vient ensuite le travail de Barbot [9], qui donne une classification
comple`te des espaces-temps globalement hyperboliques Cauchy compacts maximaux plats
de dimension quelconque. Bonsante ([25]) a comple´te´ ensuite cette classification en intro-
duisant et en e´tudiant la notion de domaine re´gulier plat ; une notion qui par la suite va
s’ave´rer fondamentale.
Un des re´sultats de la the´orie de la causalite´ est la caracte´risation alternative suivante,
due a` Geroch ([33]), de l’hyperbolicite´ globale : un espace-temps est globalement hyper-
bolique si et seulement s’il admet une fonction temps de Cauchy, c’est-a`-dire une fonction
T : M → R strictement croissante le long des courbes causales dont la restriction de a` n’im-
porte quelle courbe causale inextensible est surjective. Ainsi, l’existence de fonction temps
de Cauchy dont les niveaux ont une ge´ome´trie canonique constitue un proble`me important
(autant d’un point de vue mathe´matique que physique) a` e´tudier ; on parle alors de fonction
temps ge´ome´trique. On retrouve dans ce sens :
1) Le temps cosmologique qui est de´fini en un point p comme e´tant la borne supe´rieure
des longueurs des courbes causales passe´es issues de p : son importance dans notre cadre se
devine de´ja` dans le fait que dans le cas d’un espace-temps globalement hyperbolique spa-
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tialement compact maximal plat de dimension quelconque, le temps cosmologique est de
Cauchy (voir [25], [9]). Il est aussi de Cauchy dans le cas d’un espace-temps globalement
hyperbolique spatialement compact maximal de Sitter ou anti de Sitter de dimension 2 + 1,
au moins dans un voisinage de la singularite´ initiale (voir [18]).
2) Le temps CMC : il s’agit d’une fonction temps de Cauchy T : M → R dont les ni-
veaux T−1(a) sont a` courbure moyenne constante a. L’existence d’une telle fonction est
montre´e par Andersson, Moncrief et Tromba [8] dans le cadre d’un espace-temps globale-
ment hyperbolique de dimension 2 + 1 admettant une hypersurface de Cauchy a` courbure
moyenne constante. Ulte´rieurement, l’existence de la fonction temps CMC est montre´e par
Andersson [2] dans le cadre d’un espace-temps globalement hyperbolique spatialement com-
pact maximal plat de dimension quelconque mais sous des hypothe`ses restrictives. Dans [15],
Barbot, Be´guin et Zeghib montrent l’existence et l’unicite´ de la fonction temps CMC dans
le cadre d’un espace-temps globalement hyperbolique spatialement compact maximal plat
de dimension 2 + 1. Ce travail est suivi par le papier [16], toujours par les meˆmes personnes,
ou` ils montrent l’existence et l’unicite´ de la fonction temps CMC dans le cadre d’un espace-
temps globalement hyperbolique spatialement compact anti-de Sitter de dimension 2 + 1.
Le re´sultat de [15] est ge´ne´ralise´ dans [4] par Andersson, Barbot, Be´guin et Zeghib au cas
d’un espace-temps globalement hyperbolique spatialement compact maximal plat ou anti-de
Sitter de dimension quelconque. Dans [4], il a e´te´ montre´ qu’un espace-temps globalement
hyperbolique spatialement compact maximal de Sitter de type hyperbolique, de dimension
2 + 1 admet une fonction temps CMC. Les choses se compliquent davantage en dimension
supe´rieure pour ne donner qu’une existence locale de la fonction temps CMC (voir [4]).
3) Le K-temps : il s’agit d’une fonction temps de Cauchy T : M → R dont les niveaux
T−1(a) sont a` K-courbure (courbure de Gauss-Killing-Kronecker-Lipschitz) e´gale a` a. Dans
[10], Barbot, Be´guin et Zeghib montrent l’existence et l’unicite´ d’une telle fonction dans
le cadre d’un espace-temps de dimension trois a` courbure constante. Plus pre´cise´ment, ils
montrent que tout espace-temps plat ou de Sitter globalement hyperbolique spatialement
compact maximal de dimension trois admet un unique k-temps. Dans le cas d’un espace-
temps globalement hyperbolique spatialement compact maximal localement anti-de Sitter,
l’existence (et l’unicite´) est montre´e en dehors du coeur convexe.
Ces diffe´rentes fonctions temps (cosmologique, CMC et K-temps) ont certaines proprie´-
te´s ge´ome´triques en commun ; la convexite´ qu’on de´finit comme suit en est la plus impor-
tante : une hypersurface S ⊂ M est convexe si son futur est localement ge´ode´siquement
convexe (cette de´finition est e´quivalente a` la positivite´ de la seconde forme fondamentale
dans le cadre C2). Plus pre´cise´ment
1) Le temps cosmologique est une fonction temps concave (et donc a` niveau convexe) dans le
cas d’un espace-temps plat (voir [25]). Dans le cas d’un espace-temps de Sitter la convexite´
des niveaux cosmologique a e´te´ montre´e par Scannell [48]. Cependant, les niveaux du temps
cosmologique ne sont convexes qu’au voisinage de la singularite´ initiale dans un espace-temps
anti-de Sitter.
2) Le temps CMC est une fonction temps a` niveaux convexes dans le cas plat : un re´-
sultat surprenant duˆ a` Treibergs [50] montre que les hypersurfaces CMC de l’espace de
Minkowski sont convexes (ou concaves). La convexite´ n’est plus assure´e dans le cadre de
Sitter et anti-de Sitter.
3) Par de´finition meˆme, le K-temps est une fonction a` niveaux convexes qu’il soit de´fini
sur un espace-temps plat, de Sitter ou anti de Sitter.
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Se distingue alors une famille particulie`re de fonctions temps de Cauchy, qu’on appelle les
fonctions temps quasi-concaves : celles dont les niveaux sont convexes.
Soit M un espace-temps globalement hyperbolique spatialement compact maximal a`
courbure constante. La donne´e d’une fonction temps de Cauchy T : M → R de´finit naturel-
lement une famille a` un parame`tre de varie´te´s riemanniennes (T−1(a), ga)a∈R ou, de manie`re
e´quivalente, a` une famille a` un parame`tre (T−1(a), da) d’espaces me´triques. Se pose alors la
question naturelle et importante, qui fait l’objet d’e´tude dans cette the`se, du comportement
de ce type de famille vis a` vis du temps et ce dans deux cas de figure : quand le temps tend
vers 0 et quand il tend vers l’infini. Bien suˆr, des conditions ge´ome´triques supple´mentaires
sur la fonction temps choisie seront ne´cessaires pour une e´tude plus aproprie´e. Il se trouve
qu’ici dans notre cas la quasi-concavite´ des fonctions temps est la condition la mieux adap-
te´e : elle permet en quelque sorte d’assurer l’existence des limites au moins quand le temps
tend vers 0.
Une source de motivation qui nous conduit a` l’e´tude du comportement asymptotique des
hypersurfaces de Cauchy est celle de donner un sens mathe´matique a` la notion de singula-
rite´ initiale. Plus pre´cise´ment : une particularite´ importante des espaces-temps globalement
hyperboliques spatialement compacts a` courbure constante, au moins dans les cas plats et
de Sitter, est qu’une fois convenablement temporellement oriente´s, ils sont ge´ode´siquement
complets dans le futur, mais par contre sont toujours incomplets vers le passe´ (sauf dans les
cas e´le´mentaires) ; on dit alors qu’ils admettent une singularite´ initiale. Donner un sens ma-
the´matique a` un tel objet constitue un proble`me important en relativite´ ge´ne´rale. Il existe
dans la litte´rature plusieurs fac¸ons d’associer un bord a` un espace-temps ; on citera par
exemple le bord de Penrose ou la b-boudary. Cependant, ces constructions ne sont ge´ne´-
ralement pas uniques comme c’est le cas avec le bord de Penrose et pre´sentent toutes des
inconve´nients. On espe`re alors, a` travers l’e´tude d’une telle question, donner un sens le plus
intrinse`que possible a` la notion de singularite´ initiale.
Pour les notions de convergence, le cadre dans lequel il convient de se placer est celui des
Γ-espaces me´triques : des espaces me´triques munis d’une action isome´trique d’un groupe Γ
de type fini. Dans notre situation, la fonction temps de Cauchy T : M → R se rele`ve en
une fonction temps de Cauchy pi1(M)-invariante T˜ : M˜ → R sur le reveˆtement universel M˜
de M ; on obtient ainsi une famille a` un parame`tre (pi1(M), T˜
−1(a), d˜a) de pi1(M)-espaces
me´triques, dont nous nous attachons a` e´tudier le comportement asymptotique. En particulier
nous nous retrouvons a` e´tudier trois types remarquables de famille : celle associe´e au temps
cosmologique, celle associe´e au temps CMC et enfin celle associe´e au K-temps.
Une autre source de motivation pour nous est celle du comportement asymptotique dans
l’espace de Teichmu¨ller. Plus pre´cise´ment : on se place dans un espace-temps M globalement
hyperbolique spatialement compact de dimension 2 + 1 admettant une surface de Cauchy
S de genre ≥ 2. Une fonction temps de Cauchy T : M →]0,+∞[ de´finit naturellement une
courbe (S, gTa ) dans l’espace Met(S) des me´triques riemanniennes sur S. Ceci nous permet
d’e´tudier le comportement de la projection (S, [gTa ]) de (S, g
T
a ) dans l’espace de Teichmu¨ller
Teich(S) qui, en tant qu’espace topologique, est plus sympathique que l’espace de Met(S).
Notre e´tude du comportement asymptotique s’inscrit alors en quelque sorte dans la continuite´
des travaux, apportant une interpre´tation ge´ome´trique a` la compactification de Thurston de
l’espace de Teichmu¨ller, de Paulin ([41], [42]) et Bestvina ([22]).
La famille des pi1(M)-espaces me´triques pouvant eˆtre munie de plusieurs types de to-
pologie, une autre question se pose alors implicitement quand on parle de comportement
asymptotique : quelle est la topologie la mieux adapte´e a` notre proble`me ? Les candidats
potentiels a` ce roˆle sont :
– la topologie de la convergence uniforme ;
– la topologie de Gromov e´quivariante ;
– ou encore la topologie spectrale.
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Nous renvoyons au chapitre 2 pour les de´finitions de ces diffe´rentes notions de convergence.
La plus faible de ces topologies, la topologie spectrale, est la plus facile a` de´montrer ; nous
l’e´tablirons dans cette the`se dans la plupart des cas. La plus forte, celle de la convergence
uniforme, implique la topologie de Gromov e´quivariante, et nous parviendrons a` l’e´tablir
dans certains cas.
0.2 Domaines re´guliers, singularite´ initiale
La notion de domaine re´gulier (voir section 3.1.2) est une notion importante et centrale
dans la classification des espaces-temps plats. Ainsi un espace-temps globalement hyper-
bolique spatialement compact maximal plat est obtenu comme le quotient d’un convexe Ω
de l’espace de Minkowski, appele´ domaine re´gulier, par un sous groupe discret sans torsion
du groupe d’isome´tries de l’espace de Minkowski. Cette notion a e´te´ introduite se´pare´ment
par Barbot (voir [9]) et Bonsante (voir [25]). Ces domaines ont la particularite´ d’eˆtre soit
ge´ode´siquement complets dans le futur soit ge´ode´siquement complets dans le passe´.
Soit Ω un domaine re´gulier. Quitte a` inverser l’orientation chronologique, on peut sup-
poser qu’il est complet dans le futur. Son bord ∂Ω est le graphe d’une application 1-
lipschitzienne convexe ; il admet donc une pseudo-distance dΩ : la pseudo-distance entre
deux points de ∂Ω est la borne infe´rieure de la longueur des chemins reliant ces deux points
et contenus dans ∂Ω. Le pi1(M)-pseudo-espace me´trique (∂Ω, d∂Ω) sera appele´ l’horizon. Soit
Σ le sous-ensemble des points de ∂Ω par lesquels passe un hyperplan support a` Ω de type
espace. D’apre`s un re´sultat de Bonsante, la restriction de la pseudo-distance d∂Ω a` Σ s’ave`re
eˆtre une distance qu’on note dΣ : le pi1(M)-espace me´trique (Σ, dΣ) est alors appele´ singula-
rite´ initiale. Un des objectifs de notre the`se sera la ge´ne´ralisation de la notion de singularite´
initiale aux espaces-temps de Sitter et anti de Sitter (au moins dans le cas de la dimension
2 + 1) ainsi que l’e´tude de ses proprie´te´s.
0.3 Pre´sentation des re´sultat
Dans [19], Benedetti et Guadagnini e´taient les premiers a` soulever le proble`me du com-
portement asymptotique lorentzien. Ils ont observe´ que la famille a` un parame`tre de pi1(M)-
espaces me´triques associe´e au temps cosmologique dans le cas plat convergeait probablement
pour la topologie de Gromov e´quivariante vers la singularite´ initiale. Cette intuition a e´te´
prouve´e ulte´rieurement par Bonsante dans sa the`se (voir [25]). Benedetti et Guadagnini
conjecturaient aussi que dans le cas d’un espace-temps plat de dimension 2 + 1, les niveaux
CMC devaient converger spectralement vers la singularite´ initiale. Une premie`re re´ponse
positive a` cette question est apporte´e par Andersson [3], dans un cas tre`s restrictif : celui des
espaces-temps plats ”simpliciaux” de dimension quelconque (comme nous ne conside´rons pas
cette notion dans cette the`se, il n’est pas utile ici d’en donner la de´finition). Notre premier
re´sultat consiste a` e´tendre ce re´sultat a` des espaces-temps plats quelconques (non ne´cessai-
rement simpliciaux), et ce dans le cas d’une fonction temps quasi-concave quelconque. Nous
apportons ainsi une re´ponse positive a` la conjecture de Benedetti et Guadignini, et ce, en
toute dimension :
The´ore`me A. Soit M un espace-temps plat (de Sitter ou anti-de Sitter) globalement hyper-
bolique spatialement compact maximal non e´le´mentaire de dimension quelconque. Il existe
alors un pi1(M)-espace me´trique (pi1(M), X, d) tel que pour toute fonction temps de Cauchy
T quasi-concave C2 de´finie sur M , les niveaux de T˜ munis de l’action de pi1(M), ou` T˜ est
le rele`vement de T au reveˆtement universel M˜ de M , convergent quand le temps tend vers 0
pour la topologie spectrale vers (pi1(M), X, d). De plus dans le cas plat, la limite n’est autre
que la singularite´ initiale (pi1(M),Σ, dΣ) associe´e a` M .
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Notre deuxie`me re´sultat consiste a` traiter le comportement asymptotique passe´ dans le
cadre particulier de la dimension 2 + 1 :
The´ore`me B. Soit M(λ, µ) un espace-temps plat (respectivement de Sitter, anti-de Sitter)
globalement hyperbolique spatialement compact maximal futur complet de dimension 2 + 1,
ou` (λ, µ) est la lamination ge´ode´sique mesure´e qui lui est associe´e. Soit T une fonction
de Cauchy C2 quasi-concave de´finie sur M . Alors les niveaux de T˜ , le rele`vement de T
au reveˆtement universel M˜ de M , munis de l’action de pi1(M) convergent quand le temps
tend vers 0 pour la topologie de Gromov e´quivariante vers l’arbre re´el dual a` la lamination
ge´ode´sique mesure´e (λ, µ).
Notre troisie`me re´sultat traite les proprie´te´s de la singularite´ initiale passe´ en dimension
supe´rieure a` 2 + 1 dans le cas plat :
The´ore`me C. Soit M un espace-temps plat globalement hyperbolique spatialement compact
maximal non e´le´mentaire de dimension quelconque. Soit Ω+ son domaine re´gulier futur com-
plet associe´. Notons respectivement par (Σ, dΣ), (Σ
F, dFΣ ) et (∂Ω
+/ ∼, d¯∂Ω+) la singularite´
initiale, son comple´te´ et le me´trise´ de l’horizon associe´s a` M . Alors :
– (Σ, dΣ) se plonge isome´triquement dans (∂Ω
+/ ∼, d¯∂Ω+) qui a` son tour se plonge
isome´triquement dans (ΣF, dFΣ ) ;
– pour tout x et y dans Σ il existe une unique ge´ode´sique α de (∂Ω+/ ∼, d¯∂Ω+) reliant
x a` y ;
– l’espace me´trique (ΣF, dFΣ ) est un espace CAT (0).
Nous espe´rons montrer un peu plus i.e que (ΣF, dFΣ ) soit hyperbolique au sens de Gromov
voire meˆme un arbre re´el ?
Notre quatrie`me re´sultat traite le comportement asymptotique passe´ en dimension supe´-
rieure a` 2 + 1 dans le cas plat et constitue une sorte de ge´ne´ralisation du The´ore`me B :
The´ore`me D. Soit M un espace-temps plat globalement hyperbolique spatialement compact
maximal non e´le´mentaire de dimension quelconque. Soit T une fonction de Cauchy C2 quasi-
concave de´finie sur M . Les niveaux de T˜ , le rele`vement de T au reveˆtement universel M˜
de M , munis de l’action isome´trique de pi1(M) convergent quand le temps tend vers 0 pour
la topologie de Gromov e´quivariante vers un espace me´trique CAT (0). De plus, la limite ne
de´pend pas de la fonction temps choisie.
Une autre interrogation, elle aussi e´voque´e par Benedetti et Guadagnini dans [19], concer-
ne le comportement asymptotique futur. Un premier re´sultat dans ce sens est apporte´ par
Bonsante ([25]) dans le cas du temps cosmologique d’un espace-temps plat. Notre quatrie`me
re´sultat consiste a` traiter, dans le cas plat, cette question pour une fonction temps quasi-
concave :
The´ore`me E. Soit M un espace-temps plat globalement hyperbolique spatialement compact
de dimension quelconque. Il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction temps
T quasi-concave C2, les niveaux de T˜ , le rele`vement de T au reveˆtement universel M˜ de
M , convenablement renormalise´s pre`s de l’infini sont C-quasi-isome´triques a` la varie´te´ hy-
perbolique compacte Hn/pi1(M). En particulier, les niveaux de T renormalise´s admettent
des valeurs d’adhe´rences pour la topologie de Gromov e´quivariante, et toutes ces valeurs
d’adhe´rences sont C-quasi-isome´triques les unes aux autres.
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0.4 Organisation de la the`se
Cette the`se comporte sept chapitres. On trouve dans le :
Chapitre 1 Une introduction a` la ge´ome´trie lorentzienne : on y de´finit certaines notions
de bases telle que la notion d’espace-temps, l’hyperbolicite´ globale, les fonctions temps de
Cauchy.
Chapitre 2 Un panorama sur les espaces me´triques (et les pseudo-espaces me´triques)
ou` on pre´sente diffe´rentes notions classiques de convergence d’espaces me´triques.
Chapitre 3 Une e´tude approfondie du caracte`re expansif des fonctions temps quasi-
concave dans le cas d’un espace-temps plat qui nous me`ne a` la de´monstration du The´ore`me
A dans le cas plat.
Chapitre 4 Une e´tude du comportement asymptotique des niveaux d’une fonction temps
quasi-concave dans le cadre d’un espace-temps plat de dimension 2 + 1, ce qui nous me`ne a`
la de´monstration du The´ore`me B dans le cas plat.
Chapitre 5 Une e´tude du comportement asymptotique des niveaux d’une fonction temps
quasi-concave dans le cadre d’un espace-temps de Sitter de dimension 2+1, ce qui nous me`ne
a` la de´monstration du The´ore`me A ainsi que le The´ore`me B dans le cas de Sitter.
Chapitre 6 Une e´tude du comportement asymptotique des niveaux d’une fonction temps
quasi-concave dans le cadre d’un espace-temps anti-de Sitter de dimension 2+1, ce qui nous
me`ne a` la de´monstration du The´ore`me A ainsi que le The´ore`me B dans le cas anti-de Sitter.
Chapitre 7 Une e´tude de la singularite´ initiale et du comportement asymptotique dans le
cadre d’un espace-temps plat de dimension quelconque, ce qui nous me`ne a` la de´monstration
des The´ore`mes D et E.
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Chapitre 1
espace-temps, hyperbolicite´
globale et maximalite´
Dans cette partie, nous passons en revue quelques notions classiques de ge´ome´trie lorent-
zienne, notamment les notions de :
– espace-temps : varie´te´ lorentzienne, relation de causalite´, orientation chronologique.
– Hyperbolicite´ globale : hypersurfaces de Cauchy, fonction temps de Cauchy.
– Maximalite´.
Pour les de´monstrations et plus de de´tails nous renvoyons a` [17], [40], [12].
1.1 espace-temps
1.1.1 La notion d’espace-temps
Soit M une varie´te´ diffe´rentiable lisse de dimension n+ 1.
De´finition 1.1.1. Une me´trique lorentzienne g sur M est une me´trique pseudo-riemannienne
de signature (1, n) i.e une application TM → R de classe C∞ telle que sa restriction sur
chaque espace tangent TpM a` M est une forme quadratique non de´ge´ne´re´e de signature
(1, n).
De´finition 1.1.2. Le couple (M, g) est appele´ une varie´te´ lorentzienne.
Exemple 1.1.3. Conside´rons l’espace vectoriel Rn+1, muni de sa base canonique (e0, e1, ..., en).
On de´finit la forme quadratique q1,n = −dx20 +dx21 + ...+dx2n ou` (x0, x1, ..., xn) de´signent les
coordonne´es dans la base canonique. L’espace de Minkowski R1,n est la varie´te´ lorentzienne
(R1,n, q1,n).
Exemple 1.1.4. Soit (N,h) une varie´te´ riemannienne. Alors la varie´te´ produit R×N munie
de la me´trique produit −dt2 ⊕ h est une varie´te´ lorentzienne.
Remarque 1.1.5. Contrairement au cas riemannien, toute varie´te´ n’admet pas de me´trique
lorentzienne. En effet, le fibre´ tangent d’une varie´te´ lorentzienne admet un sous fibre´ de
dimension 1, ce que certaines varie´te´s n’admettent pas. Par exemple dans le cas d’une varie´te´
diffe´rentiable compacte, l’existence d’un sous fibre´ du fibre´ tangent de M est e´quivalent a`
l’annulation de la caracte´ristique d’Euler de M (voir [49, The´ore`me 40.11, Corollaire 40.12,
The´ore`me 40.13]). Ainsi les seules varie´te´s compactes de dimension 2 qui admettent des
me´triques lorentziennes sont le tore et la bouteille de Klein.
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De´finition 1.1.6. Soit (M, g) une varie´te´ lorentzienne. Soit v un vecteur de TpM , ou` p est
dans M . Alors le vecteur v est :
– de type espace si gp(v, v) ≥ 0 ;
– de type temps si gp(v, v) < 0 ;
– de type lumie`re (isotrope) si gp(v, v) = 0 et v 6= 0 ;
– de type causal s’il est de type temps ou de type lumie`re.
Notons ainsi que selon ces conventions, un vecteur de type temps ou lumie`re n’est jamais
nul.
Dans le meˆme esprit on a la de´finition suivante :
De´finition 1.1.7. Soit (M, g) une varie´te´ lorentzienne. Soit α : [0, 1]→M une courbe C1.
Alors la courbe α est :
– de type espace si α˙(s) est de type espace pour tout s dans [0, 1] ;
– de type temps si α˙(s) est de type temps pour tout s dans [0, 1] ;
– de type lumie`re si α˙(s) est de type lumie`re pour tout s dans [0, 1] ;
– de type causale si α˙(s) est de type causal pour tout s dans [0, 1].
De´finition 1.1.8. Une courbe causale α : I → M est dite inextensible s’il n’existe aucune
courbe causale β : J →M telle que J contient strictement I et β|I = α.
1.1.2 Orientation chronologique
Soit (M, g) une varie´te´ lorentzienne. Chaque espace tangent de M e´tant muni d’une
structure d’espace de Minkowski, les vecteurs de type temps de TM de´finissent en fait un
champ de coˆnes au dessus de M . Chaque coˆne Cp est l’union de deux demi-coˆnes et un choix
continu d’un de ces deux demi-coˆnes dans chaque espace tangent est ce qu’on appelle une
orientation chronologique sur M . Plus formellement :
De´finition 1.1.9. On dit que la varie´te´ lorentzienne (M, g) est chronologiquement oriente´e
si elle admet un champ de vecteurs continu ξ : M → TM qui est partout de type temps.
Exemple 1.1.10. Le champ de vecteurs constant partout e´gal a` e0 est un champ de vecteurs
partout de type temps qui de´finit une orientation chronologique sur l’espace de Minkowski
R1,n.
The´ore`me 1.1.11. ([17, The´ore`me 2.3]). Toute varie´te´ lorentzienne admet un reveˆtement
double chronologiquement orientable.
De´finition 1.1.12. Un espace-temps est une varie´te´ lorentzienne (M, g) oriente´e et chro-
nologiquement oriente´e.
Exemple 1.1.13. L’espace de Minkowski muni de l’orientation chronologique de´finie dans
1.1.10 est un espace-temps.
Soit (M, g) une varie´te´ lorentzienne. Soit ξ : M → TM une orientation chronologique de
(M, g) i.e un champ de vecteurs continu partout de type temps.
De´finition 1.1.14. Soit v un vecteur dans TpM , ou` p est dans M , de type causal. On dit
que :
– v est oriente´ vers le futur si gp(v, ξp) < 0 ;
– v est oriente´ vers le passe´ sinon i.e gp(v, ξp) > 0.
Remarque 1.1.15. Si ξ′ : M → TM est un champ de vecteurs continu partout de type
temps, alors g(ξ, ξ′) est partout non nul et donc soit partout ne´gatif soit partout positif.
Dans le premier cas, un vecteur v qui est oriente´ vers le futur ve´rifie force´ment g(v, ξ′) < 0
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ce qui montre qu’il est aussi oriente´ vers le futur pour l’orientation chronologique de´finie sur
M par ξ′. Dans le deuxie`me cas, un vecteur v qui est oriente´ vers le futur est en fait oriente´
vers le passe´ pour l’orientation chronologique de´finie sur M par ξ′. Une varie´te´ lorentzienne
chronologiquement orientable admet donc exactement deux orientations chronologiques.
1.1.3 Relations de causalite´
Soit (M, g) un espace-temps.
De´finition 1.1.16. Soit α : [0, 1]→M une courbe C1 de type causal. On dit que :
– la courbe α est oriente´e vers le futur si pour tout s dans [0, 1], α˙(s) est oriente´ vers le
futur ;
– la courbe α est oriente´e vers le passe´ si pour tout s dans [0, 1], α˙(s) est oriente´ vers le
passe´.
Remarque 1.1.17. On peut de´finir l’orientation chronologique d’une courbe causale C1 par
morceaux. Cependant, il faut pour cela` qu’a` chaque point de discontinuite´ de la de´rive´e, le
vecteur limite a` gauche et le vecteur limite a` droite soit simultane´ment oriente´s vers le futur
ou vers le passe´.
Remarque 1.1.18. Dans la suite on utilisera l’abre´viation courbe causale future (respec-
tivement passe´e) pour signifier une courbe causale oriente´e vers le futur (respectivement le
passe´).
De´finition 1.1.19. Soient p et q deux points de M . On dit que q est dans le futur strict
de p ou de manie`re e´quivalente que p est dans le passe´ strict de q s’il existe une courbe
α : [0, 1]→M future de type temps C1 par morceaux de p a` q.
Exemple 1.1.20. Dans l’espace de Minkowski R1,n, un point q est dans le futur strict d’un
autre point p si et seulement si q1,n(q − p, q − p) < 0 et q1,n(q − p, e0) < 0.
De´finition 1.1.21. On appelle futur strict (respectivement le passe´ strict) d’un point p de
M et on note I+(p) (respectivement I−(p)) l’ensemble des points q dans M qui sont dans
le futur strict (respectivement dans le passe´ strict) de p.
De fac¸on analogue on de´finit :
De´finition 1.1.22. On appelle futur causal (respectivement le passe´ causal) d’un point p de
M et on note J+(p) (respectivement J−(p)) l’ensemble des points q dans M qui sont dans
le futur causal (respectivement dans le passe´ causal) de p.
Conside´rons les deux relations ≺ et  de´finies par : p ≺ q si et seulement si q ∈ I+(p) et
p  q si et seulement si q ∈ J+(p).
Proposition 1.1.23. Les relations ≺ et  sont transitives.
Lemme 1.1.24. ([17, Lemme 2.5]). Soit p dans M . Alors I+(p) et I−(p) sont ouverts.
Remarque 1.1.25. On peut aussi de manie`re ge´ne´rale parler du futur strict (passe´ strict,
futur causal, passe´ causal) d’un sous-ensemble A donne´ de M . On les note alors respective-
ment I+(A), I−(A), J+(A) et J−(A). Notons que A ⊂ J±(A).
Remarque 1.1.26. Dans toute la suite de cette the`se, nous utiliserons le terme futur pour
de´signer le futur strict.
De´finition 1.1.27. Un sous ensemble A de M est dit futur (respectivement passe´) s’il est
e´gal a` son futur (respectivement son passe´).
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De´finition 1.1.28. Un espace-temps (M, g) est dit futur complet (respectivement passe´
complet) si toute ge´ode´sique causale inextensible est comple`te dans le futur (respectivement
dans le passe´).
Exemple 1.1.29. Le futur d’un hyperplan de type lumie`re ou de type espace de l’espace de
Minkowski est un espace-temps futur complet.
1.2 Hyperbolicite´ globale
1.2.1 Une de´finition via les hypersurfaces de Cauchy
Soit (M, g) un espace-temps de dimension n+ 1.
De´finition 1.2.1. Soit V un ouvert de M . Un sous-ensemble S ⊂ V est dit achronal
relativement a` V s’il n’existe aucune courbe de type temps contenue dans V qui relie deux
points de S. Lorsque V = M , on dit simplement que S est achronal.
De´finition 1.2.2. Soit V un ouvert de M . Un sous-ensemble S ⊂ V est dit acausal relati-
vement a` V s’il n’existe aucune courbe de type causale contenue dans V qui relie deux points
de S. Lorsque V = M , on dit simplement que S est acausal.
De´finition 1.2.3. Un sous ensemble S de M est dit :
– localement achronal si pour tout point p de S, il existe un voisinage V de p dans M
tel que V ∩ S est achronal relativement a` V ;
– localement acausal si pour tout point p de S, il existe un voisinage V de p dans M tel
que V ∩ S est acausal relativement a` V .
De´finition 1.2.4. Un sous ensemble S de M est localement achronal sans bord si pour tout
point p de S, il existe un voisinage V de p dans M tel que :
– V ∩ S est achronal relativement a` V ;
– toute courbe causale de V reliant un point dans le futur de p et un point dans le passe´
de p rencontre S.
Remarque 1.2.5. De manie`re analogue, on de´finit la notion de partie localement acausale
sans bord.
Exemple 1.2.6. Une hypersurface proprement plonge´e lisse de type espace i.e dont tout les
vecteurs tangents sont de type espace est un exemple typique de sous-ensemble localement
acausal sans bord.
Nous venons maintenant a` la notion de de´veloppement de Cauchy :
De´finition 1.2.7. Soit S un sous-ensemble achronal de M . On appelle :
– de´veloppement de Cauchy futur de S, qu’on note D+(S), l’ensemble des points p dans
J+(S) tels que toute courbe causale passe´e inextensible issue de p rencontre S ;
– de´veloppement de Cauchy passe´ de S, qu’on note D−(S), l’ensemble des points p dans
J−(S) tels que toute courbe causale future inextensible issue de p rencontre S ;
– de´veloppement de Cauchy de S, qu’on note D(S), la re´union de D+(S) et de D−(S).
Remarque 1.2.8. Notons qu’on a toujours S ⊂ D(S).
De´finition 1.2.9. Une hypersurface de Cauchy de M est une partie achronale sans bord S
de M telle que D(S) = M . En d’autres termes, c’est une hypersurface de M telle que toute
courbe causale inextensible de M la rencontre en un unique point.
De´finition 1.2.10. Un espace-temps (M, g) est dit globalement hyperbolique s’il admet une
hypersurface de Cauchy.
Exemple 1.2.11. L’espace de Minkowski R1,n est un espace-temps globalement hyperbo-
lique. Les hyperplans de dimension n de type espace sont des hypersurfaces de Cauchy.
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1.2.2 Une de´finition via les fonctions temps de Cauchy
Soit (M, g) un espace-temps.
De´finition 1.2.12. Une fonction temps sur (M, g) est une application continue T : M → R
qui est strictement croissante le long des courbes causales futures.
Remarque 1.2.13. Notons que les niveaux d’une fonction temps sont toujours acausaux.
De´finition 1.2.14. Une fonction temps T : M → R est dite temporelle si elle est de classe
C1 et si son gradient ∇T est partout de type temps.
Exemple 1.2.15. Soit (N,h) une varie´te´ riemannienne et soit M l’espace-temps produit
direct de N et R i.e (R×N,−dt2,−dt2 ⊕ h). Alors la fonction T : R×N → R de´finie par
T (t, x) = t est une fonction temps.
Nous allons maintenant de´finir le temps cosmologique. Le temps cosmologique est en fait
un candidat potentiel de fonction temps et meˆme, comme nous allons le voir dans la suite,
un outil pre´cieux et incontournable tout au long de cette the`se.
De´finition 1.2.16. Soit α : [0, 1] → M une courbe causale C1 par morceaux. Le temps
propre de α, note´ L(α), est de´fini comme suite :
L(α) =
∫ √
− |α˙(s)|2
Conside´rons la fonction Tcos : M →]0,+∞] de´finie par :
Tcos(p) = sup {L(α) : α courbe causale passe´e issue de p}
De´finition 1.2.17. La fonction Tcos est le temps cosmologique.
Le temps cosmologique peut prendre des valeurs infinies ; il peut meˆme eˆtre partout infini
comme c’est le cas dans l’espace de Minkowski R1,n - et il peut donc en ge´ne´ral ne pas eˆtre
une fonction temps !
De´finition 1.2.18. Le temps cosmologique Tcos : M →]0,+∞] est dit re´gulier si :
– Tcos prend partout des valeurs fini ;
– pour toute courbe causale passe´e inextensible α : [0,+∞[→M , lims→+∞ Tcos(α(s)) =
0.
The´ore`me 1.2.19. ([5, The´ore`me 1.2]). Soit (M, g) un espace-temps a` temps cosmologique
Tcos re´gulier. Alors :
– M est globalement hyperbolique ;
– le temps cosmologique est une fonction temps ;
– le temps cosmologique Tcos est localement lipschitzienne et admet une de´rive´e et une
de´rive´e seconde presque partout.
Remarque 1.2.20. L’inverse du the´ore`me 1.2.19 n’est pas vrai : l’espace de Minkowski est
bien globalement hyperbolique mais n’est pas a` temps cosmologique re´gulier.
De´finition 1.2.21. Une fonction temps T : M →]a, b[ (avec a < b dans R ∪ {∞}) est dite
fonction temps de Cauchy si sa restriction a` toute courbe causale inextensible est surjective.
Bien e´videmment, les niveaux d’une fonction temps de Cauchy sont des hypersurfaces de
Cauchy et donc :
Proposition 1.2.22. Soit (M, g) un espace-temps. On suppose que M admet une fonction
temps de Cauchy T : M →]a, b[. Alors (M, g) est un espace-temps globalement hyperbolique.
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La re´ciproque est beaucoup moins e´vidente mais reste tout de meˆme vraie comme le
montre le the´ore`me suivant :
The´ore`me 1.2.23. ([33], [46, page 1155]). Un espace-temps est globalement hyperbolique si
et seulement s’il admet une fonction temps de Cauchy.
Le The´ore`me 1.2.23 peut eˆtre lisse´ comme le montre le re´sultat suivant :
The´ore`me 1.2.24. ([20, The´ore`me 1]). Toute varie´te´ lorentzienne globalement hyperbolique
admet une fonction temps de Cauchy lisse.
Remarque 1.2.25. Une autre preuve du the´ore`me reposant sur des techniques de KAM
faible et entie`rement inde´pendante de celle de [20] est donne´e dans [31, The´ore`me 1.3].
Remarque 1.2.26. Bien suˆr, il se peut que le temps cosmologique soit re´gulier sans qu’il
soit pour autant un temps de Cauchy.
Une conse´quence imme´diate du The´ore`me 1.2.23 est :
Corollaire 1.2.27. ([12, Proposition 8.25]). Le reveˆtement universel d’un espace-temps glo-
balement hyperbolique est globalement hyperbolique.
1.2.3 Causalite´ forte, topologie d’Alexandrov et hyperbolicite´ glo-
bale
L’existence d’une fonction temps dans un espace-temps (M, g) permet d’exclure les pa-
radoxes temporels : un espace-temps admettant une fonction temps n’admet aucune courbe
causale qui se referme et donc un point ne peut pas eˆtre dans le futur strict de lui meˆme.
Cependant, exclure les paradoxes temporels reste une condition faible qui ne permet pas
d’assurer l’existence de fonctions temps. Nous allons pre´senter ici quelques notions de cau-
salite´ tout en de´crivant les diffe´rentes relations entre elles ainsi que les proprie´te´s a` attendre
en terme de fonction temps pour chacune de ces notions.
De´finition 1.2.28. Un espace-temps (M, g) est causal s’il n’admet pas de courbe causale
qui se referme.
Proposition 1.2.29. ([17, Proposition 2.6]). Soit (M, g) un espace-temps compact. Alors
(M, g) n’est pas causal ; il contient toujours une courbe temporelle qui se referme.
De´finition 1.2.30. Soit (M, g) un espace-temps. Un domaine U de M est causalement
convexe si toute courbe causale reliant deux points de U est contenue dans U .
Une condition un peu plus forte que la causalite´ est la suivante :
De´finition 1.2.31. Un espace-temps est dit fortement causal si, pour tout p dans M et tout
voisinage U de p, il existe un voisinage V ⊂ U de p qui est causalement convexe.
Proposition 1.2.32. Un espace-temps fortement causal est un espace-temps causal.
Proposition 1.2.33. Un espace-temps admettant une fonction temps est fortement causal.
Soit (M, g) un espace-temps. Conside´rons la topologie, dite d’Alexandrov, de´finie sur M
comme e´tant la topologie engendre´e par les intervalles ouverts I+(p)∩ I−(q), ou` p et q sont
des e´le´ments de M .
Proposition 1.2.34. ([17, Proposition 2.7]). Un espace-temps est fortement causal si et
seulement si sa topologie d’Alexandrov co¨ıncide avec sa topologie originelle i.e celle de la
varie´te´.
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Nous venons maintenant a` la notion de causalite´ stable :
De´finition 1.2.35. Un espace-temps (M, g1) est dit stablement causale s’il existe une autre
me´trique lorentzienne g2 sur M telle que :
– tout vecteur causal pour g1 est temporel pour g2 ;
– (M, g2) est un espace-temps causal.
La causalite´ stable est la condition la mieux adapte´e pour assurer l’existence des fonctions
temps et plus particulie`rement celle des fonctions temporelles ; elle est meˆme e´quivalente
comme le montre le re´sultat suivant :
The´ore`me 1.2.36. ([31, The´ore`me 1.1]). Un espace-temps est stablement causal si et seule-
ment s’il admet une fonction temporelle.
Remarque 1.2.37. Il existe plusieurs tentatives (certaines, errone´es) de preuve du The´o-
re`me 1.2.36. Voir [20], [21] et [47] pour un compte rendu des erreurs qui e´maillent cette
litte´rature.
Comme conse´quence directe du The´ore`me 1.2.36 on obtient le corollaire suivant :
Corollaire 1.2.38. Un espace-temps stablement causal est fortement causal.
The´ore`me 1.2.39. ([35, pag 211-212]). Un espace-temps est globalement hyperbolique si et
seulement si :
– il est fortement causal ;
– pour tout p dans M et q dans J+(p), l’intervalle J+(p) ∩ J−(q) est compact.
The´ore`me 1.2.40. ([12, The´ore`me 8.46]). Soit (M, g) un espace-temps globalement hyper-
bolique. Alors il existe une hypersurface de Cauchy S telle que :
– l’espace-temps M est diffe´omorphe a` S × R ;
– on peut choisir le diffe´omorphisme de sorte que la projection sur le deuxie`me facteur
soit un temps de Cauchy.
Proposition 1.2.41. ([40, Corollaire 14.32]). Les hypersurfaces de Cauchy sont home´o-
morphes les unes aux autres.
1.2.4 Une notion de compacite´
Disposer, d’une fac¸on ou une autre, d’une hypothe`se de compacite´ rend l’e´tude des
espaces-temps globalement hyperbolique plus confortable. Cependant imposer a` l’espace-
temps tout entier d’eˆtre compact n’est pas inte´ressant d’un point de vue de la causalite´ ; une
telle hypothe`se n’est pas compatible avec les diffe´rentes notions de causalite´s de´finies ci des-
sus (voir la Proposition 1.2.29). Une bonne notion permettant de maintenir l’e´quilibre entre
les notions de causalite´ et de compacite´ est celle de la compacite´ spatiale dite de Cauchy
dans certaines re´fe´rences [17], [40], [12].
Soit (M, g) un espace-temps globalement hyperbolique.
De´finition 1.2.42. On dit que M est spatialement compact s’il admet une hypersurface de
Cauchy compacte.
Remarque 1.2.43. Graˆce a` la Proposition 1.2.41, toutes les hypersurfaces de Cauchy d’un
espace-temps spatialement compact sont compactes.
Proposition 1.2.44. ([12, Proposition 10.25]). Une hypersurface de type espace connexe
plonge´e est une hypersurface de Cauchy.
Corollaire 1.2.45. ([12, Corollaire 10.27]). L’espace-temps (M, g) est spatialement compact
si et seulement s’il admet une hypersurface compacte de type espace immerge´e.
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1.3 Maximalite´
Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux espaces-temps globalement hyperboliques.
De´finition 1.3.1. Un plongement de Cauchy de M1 dans M2 est un plongement isome´-
trique lisse f : M1 → M2 tel que l’image de toute hypersurface de Cauchy de M1 soit une
hypersurface de Cauchy de M2.
Remarque 1.3.2. Pour qu’un plongement isome´trique f : M1 → M2 soit de Cauchy il
suffit qu’il existe une hypersurface de Cauchy S1 de M1 telle que f(S1) soit une hypersurface
de Cauchy de M2 (voir [12, corollaire 10.3]).
De´finition 1.3.3. Un espace-temps (M, g) est dit maximal si tout plongement de Cauchy
de M dans un autre espace-temps N est surjectif.
The´ore`me 1.3.4. ([12, The´ore`me 10.7]). Tout espace-temps globalement hyperbolique admet
un plongement de Cauchy dans un espace-temps globalement hyperbolique maximal.
L’extension maximale donne´e par le The´ore`me 1.3.4 n’est pas unique en ge´ne´ral. L’unicite´
d’une telle extension ne´cessite une restriction a` une certaine cate´gorie d’espaces-temps.
De´finition 1.3.5. Soit (M, g) un espace-temps plat (respectivement de Sitter, anti de Sit-
ter) globalement hyperbolique. Une extension maximale plate (respectivement de Sitter, anti
de Sitter) de M est un espace-temps plat maximal globalement hyperbolique au sens de la
De´finition 1.3.3.
Le the´ore`me suivant est un cas particulier d’un the´ore`me de Choquet-Bruhat et Geroch
[30] :
The´ore`me 1.3.6. ([12, The´ore`me 10.17]). Soit (M, g) un espace-temps plat (respectivement
de Sitter, anti de Sitter) globalement hyperbolique. Alors M admet une extension maximale
parmi les espaces-temps globalement hyperboliques plats (respectivement de Sitter, anti de
Sitter), qui est unique a` isome´tries pre`s.
Remarque 1.3.7. On utilise la notation MGH pour de´signer un espace-temps maximal
globalement hyperbolique, et MGHC pour de´signer un espace-temps maximal globalement
hyperbolique spatialement compact.
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Chapitre 2
Espaces me´triques de longueur
Dans ce chapitre, nous allons parler de diffe´rentes notions de convergence d’espaces me´-
triques. Pour les de´monstrations et plus de de´tails nous renvoyons essentiellement a` [27],
[26].
2.1 Ge´ne´ralite´s sur les espaces me´triques
Soit X un ensemble.
De´finition 2.1.1. Une application d : X ×X → R+ ∪ {∞} est une pseudo-distance si :
– 1) d est syme´trique c’est-a`-dire d(x, y) = d(y, x) pour tous x, y dans X ;
– 2) d ve´rifie l’ine´galite´ triangulaire c’est-a`-dire d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) pour tous
x, y, z dans X.
Le couple (X, d) est appele´ un pseudo-espace me´trique. Si en plus de la condition 1) et
2), d ve´rifie une troisie`me condition :
– 3) d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,
alors d est une distance et le couple (X, d) est appele´ espace me´trique. Une pseudo-distance
de´finit naturellement une topologie sur X mais qui n’est pas a` priori se´pare´e ; elle est se´pare´e
si et seulement si d est une distance.
Remarque 2.1.2. Nous aurons l’habitude de noter les (pseudo-)espaces me´triques en ne
mentionnant que l’ensemble X ; toute ambiguite´ sera leve´e en notant la pseudo-distance par
dX , ou` encore, par dn lorsque seront conside´re´es des suites de pseudo-espaces me´triques
(Xn, dn).
Soit d une pseudo-distance donne´e sur X, la relation ∼ de´finie par : x ∼ y si et seulement
si d(x, y) = 0 est une relation d’e´quivalence. L’application d passe au quotient de X par ∼
de´finissant ainsi un espace me´trique (X/ ∼, d¯) appele´ le me´trise´ de (X, d).
Voici un exemple qui sera fondamental dans cette the`se :
Exemple 2.1.3. Soit f : Ω → R une fonction 1-lipschitzienne de´finie sur un ouvert Ω
de Rn. Conside´rons le graphe S = G(f) = {(x, f(x)) : x ∈ Ω}. On le voit comme un sous-
ensemble achronal de (R1,n, q1,n). Pour p et q dans S, de´finissons la quantite´ d(p, q) comme
e´tant la borne infe´rieure de
∫ b
a
√
q1,n(α˙(t)) dt ou` α : [a, b]→ S est une courbe lipschitzienne
reliant p et q. Notons que comme f est 1-lipschitzienne, la quantite´ q1,n(α˙(t)), de´finie presque
partout, est positive ou nulle partout la` ou` elle est de´finie. Donc d est une pseudo-distance
sur S. Si de plus f est contractante alors d est une distance.
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Remarquons que lorsque f(x) =
√
q0,n(x, x) + 1, le graphe S n’est autre que le mode`le
lorentzien de l’espace hyperbolique re´el de dimension n et d sa distance hyperbolique associe´e.
Exemple 2.1.4. Conside´rons l’espace vectoriel R2. Soit d : R2 × R2 → R+ l’application :
d((x1, y1), (x2, y2)) = |(x1 − x2) + (y1 − y2)| .
Alors d est une pseudo-distance. Tout point de R2 est a` pseudo-distance nulle de la diagonale,
et d s’y restreint en une distance. Le me´trise´ est isome´trique a` la droite re´elle.
Les notions de limite, comple´tude, compacite´ s’e´tendent naturellement aux pseudo-espaces
me´triques. Cependant, une suite peut admettre plusieurs limites, mais qui sont alors a`
pseudo-distance nulle les unes des autres. Ainsi, un pseudo-espace me´trique (X, d) est com-
plet si toute suite de Cauchy admet une limite (qui n’est pas force´ment unique !). Il est dit
compact s’il est se´quentiellement compact c’est-a`-dire toute suite admet une valeur d’adhe´-
rence. Il est localement compact si tout point admet un voisinage compact. Il est dit propre
si les boules ferme´es sont compactes.
Proposition 2.1.5. Un pseudo-espace me´trique (X, d) est complet (compact, localement
compact, propre) si et seulement si son me´trise´ (X/ ∼, d¯) est complet (compact, localement
compact, propre).
De´monstration. Supposons que (X, d) est complet. Soit (x¯n)n≥0 une suite de Cauchy de
(X/ ∼, d¯) et soit pour tout n ≥ 0, xn un repre´sentant de x¯n. On a d(xn, xm) = d¯(x¯n, x¯m)
et donc (xn)n≥0 est une suite de Cauchy de (X, d). Ce qui implique que (xn)n≥0 admet une
valeur d’adhe´rence x dans (X, d). La projection de x dans (X/ ∼, d¯) est alors une limite
de la suite (x¯n)n. Re´ciproquement, supposons que (X/ ∼, d¯) est complet. Soit (xn)n≥0 une
suite de Cauchy de (X, d), elle se projette en une suite de Cauchy de (X/ ∼, d¯) qui converge
donc vers un x¯ dans (X/ ∼, d¯). Tous les releve´s de x¯ sont alors des limites de (xn)n≥0. Le
reste se de´montre de manie`re analogue.
Exemple 2.1.6. Soit R2\{0} muni de la me´trique induite d de l’exemple 2.1.4. Son me´trise´
est non complet et non propre.
De´finition 2.1.7. Deux pseudo-espaces me´triques (X, d) et (X ′, d′) sont isome´triques s’il
existe une application f : X → X ′ ve´rifiant :
– d(x, y) = d′(f(x), f(y)) pour tout x, y dans X ;
– tout point de X ′ est a` pseudo-distance nulle de f(X).
Dans ce cas, f est appele´e une isome´trie.
Proposition 2.1.8. Les pseudo-espaces me´triques (X, d) et (X ′, d′) sont isome´triques si et
seulement si leurs me´trise´s (X/ ∼, d) et (X ′/ ∼, d′) sont isome´triques.
De´monstration. Supposons que f est une isome´trie entre (X, d) et (X ′, d′). Il est e´vident
que cette application de´finie une isome´trie entre les espaces me´triques quotients. Re´cipro-
quement, supposons que f¯ : X¯ → X¯ ′ est une isome´trie. Pour chaque classe d’e´quivalence
x¯′ de (X ′/ ∼, d′) choisissons un repre´sentant x′ de X ′. Soient x¯ dans (X/ ∼, d) et x¯′ dans
(X ′/ ∼, d′) tel que f¯(x¯) = x¯′. Conside´rons la fonction f : X → X ′ qui envoie un e´le´ment
x de X sur le repre´sentant x′ - que nous venons de choisir - de la classe x¯′ = f¯(x¯). Cette
application est clairement une isome´trie de pseudo-espaces me´triques.
2.2 Les espaces me´triques de longueur
Parmi l’ensemble des espaces me´triques se distingue par ses proprie´te´s ge´ome´triques la
famille des espaces me´triques riemanniens. Une particularite´ de ces espaces me´triques est que
la distance entre deux points est donne´e par la borne infe´rieure des longueurs des courbes
C1 les joignant. Une ge´ne´ralisation naturelle est celle des espaces me´triques de longueur.
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2.2.1 Une premie`re de´finition
Soit (X, d) un espace me´trique et soit α : [0, 1] → X une courbe continue. Pour toute
subdivision S = {t0, ...., tn} de [0, 1], de´finissons S(α) =
∑
d(α(ti), α(ti+1)). La borne supe´-
rieure des S(α) sur toutes les subdivisions de [0, 1] est la longueur L(α) de la courbe α. Une
courbe α est dite rectifiable si elle est de longueur finie. La fonction L permet de de´finir une
distance dL (au sens de la de´finition 2.1.1) sur X de la manie`re suivante :
dL(x, y) = inf{L(α)|α est une courbe rectifiable joignant x et y },
et dL(x, y) = +∞ s’il n’existe pas de courbe rectifiable joignant x et y.
De´finition 2.2.1. Un espace me´trique (X, d) est appele´ espace de longueur si les distances
d et dL coincident.
Remarque 2.2.2. La distance dL n’est une vraie distance que si (X, d) est connexe par arcs
rectifiables.
La proposition suivante re´sume les proprie´te´s de la fonction L :
Proposition 2.2.3. ([27, Proposition 2.3.4], [26, Proposition I.1.20]).
– 1) L est additive : L(α[t1,t2]) = L(α[t1,t3]) + L(α[t3,t2]), pour tout t1 < t3 < t2 dans
[0, 1] et α continue.
– 2) Si α : [0, 1]→ X est rectifiable alors L(α[0,t]) est une fonction continue en t.
– 3) L est invariante par reparame´trisation : L(α ◦ f) = L(α) ou` f est un home´omor-
phisme.
– 4) L est semi-continue infe´rieurement : si αi est une suite de chemins rectifiables
convergeant uniforme´ment vers α, alors lim inf L(αi) ≥ L(α)
– 5) L(α) ≥ d(x, y) pour toute courbe continue α reliant x et y.
De´finition 2.2.4. Une courbe rectifiable α : [0, l] → X reliant deux points x et y est dite
ge´ode´sique si et seulement si α(0) = x, α(l) = y et d(α(t1), α(t2)) = |t1 − t2|.
Dans le cas ou` d(α(t1), α(t2)) = a |t1 − t2| pour un certain a positif, on parle de ge´ode´-
sique parame´tre´e a` vitesse constante. Un espace de longueur (X, d) est dit ge´ode´sique si pour
tous x et y dans X, il existe une ge´ode´sique α les reliant. Il est dit uniquement ge´ode´sique
si cette ge´ode´sique est unique. Un sous-ensemble C ⊂ X est dit ge´ode´siquement convexe si
C, muni de la restriction de d, est ge´ode´sique.
Remarque 2.2.5. Comme toute courbe rectifiable peut eˆtre parame´tre´e par sa longueur
d’arc, on peut se restreindre dans la de´finition 2.2.4 aux courbes 1-lipschitzienne.
Exemple 2.2.6. Conside´rons l’espace vectoriel Rn muni de sa me´trique euclidienne deuc
usuelle. Alors (Rn, deuc) est un espace de longueur uniquement ge´ode´sique. Dans ce cas, la
longueur L(α) d’une courbe α n’est autre que
∫ | α˙(t) | dt.
Il est clair qu’un espace me´trique ge´ode´sique posse`de la proprie´te´ du point milieu : pour
tous x, y dans X, il existe au moins un point z dans X tel que : d(x, z) = d(y, z) = 12d(x, y).
De meˆme, un espace de longueur posse`de la proprie´te´ du point milieu approximative : pour
tous x, y dans X et  > 0 il existe un z dans X tel que d(x, z) ≤ 12d(x, y) +  et d(y, z) ≤
1
2d(x, y) + . La re´ciproque reste vraie dans le cas d’un espace me´trique complet comme le
montre le the´ore`me suivant :
The´ore`me 2.2.7. ([27, The´ore`me 2.4.16]). Soit (X, d) un espace me´trique complet.
– 1) Si (X, d) posse`de la proprie´te´ du milieu, alors (X, d) est un espace ge´ode´sique.
– 2) Si (X, d) posse`de la proprie´te´ du milieu approximative, alors (X, d) est un espace
me´trique de longueur.
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Le the´ore`me suivant est une conse´quence imme´diate du the´ore`me d’Ascoli-Arze´la et de
la semi-continuite´ infe´rieure de la fonction L :
The´ore`me 2.2.8. ([27, The´ore`me 2.4.23]). Un espace de longueur complet localement com-
pact est ge´ode´sique.
L’exemple suivant montre que sans hypothe`se de comple´tude le the´ore`me est faux :
Exemple 2.2.9. Conside´rons l’espace Rn \ {0} muni de la distance euclidienne induite ou`
n ≥ 1. C’est un espace de longueur non ge´ode´sique. En effet, deux points syme´triques par
rapport a` 0 n’ont pas de point milieu dans Rn \ {0}.
2.2.2 Une deuxie`me de´finition
Soit X un espace topologique. Conside´rons A un ensemble de courbes α : [a, b] → X
ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
– 1) Si α : [a, b]→ X est une courbe dans A, alors la restriction de α a` [c, d] ⊂ [a, b] est
une courbe de A.
– 2) Si α : [a, c]→ X et β : [c, b]→ X sont deux courbes concate´nables dans A, alors la
courbe γ : [a, b]→ X telle que γ = α sur [a, c] et γ = β sur [c, b] est une courbe de A.
– 3) Cet ensemble est invariant par reparame´trisation des courbes.
Dans ce cas l’ensemble A est appele´ classe admissible et les courbes de A sont appele´es
courbes admissibles.
Exemple 2.2.10. Un exemple typique de classe admissible est celui de l’ensemble des
courbes continues d’un espace me´trique donne´. Un autre exemple est donne´ par les courbes
1-lipschit-ziennes d’un espace me´trique, ou encore, des courbes C1 par morceaux lorsque
l’espace est une varie´te´.
De´finition 2.2.11. Soit L : A −→ R ∪ {∞} une fonction ve´rifiant les conditions 1), 2) et
3) de la proposition 2.2.3. On dit que L est une pseudo-structure de longueur.
Soit L une pseudo-structure de longueur sur X, on obtient naturellement une pseudo-
distance dL sur X de´finie par :
dL(x, y) = inf{L(α)|α est une courbe admissible joignant x et y }.
De´finition 2.2.12. Si dL est une distance (de´finie positive), on dit que L est une structure
de longueur. Dans ce cas la distance dL est dite intrinse`que.
Proposition 2.2.13. ([27, Proposition 2.4.1]). Soit L une structure de longueur. Alors
l’espace me´trique (X, dL) est un espace me´trique de longueur.
Une conse´quence imme´diate de cette proposition est le corollaire suivant :
Corollaire 2.2.14. Soit L une pseudo-structure de longueur. Alors le me´trise´ (X/ ∼, d¯L)
est un espace de longueur.
Exemple 2.2.15. Soit (M, g) une varie´te´ Riemannienne de classe C1. On prend comme
classe admissible A l’ensemble des courbes C1 par morceaux, et on de´finit la pseudo-longueur
L(α) d’un e´le´ment α de A comme dans l’exemple 2.2.6 comme e´tant l’inte´grale des normes
des vecteurs tangents le long de tous les segments diffe´rentiables de α. Alors, (M,dL) est un
espace me´trique de longueur.
Bien que les distances dL et dL coincident, les structures de longueur L et L ne coincident
pas en ge´ne´ral. En effet l’item (4) la Proposition 2.2.3 montre que la semi-continuite´ infe´rieure
de la structure de longueur L est une condition ne´cessaire pour que les deux structures de
longueur L et L coincident. Le the´ore`me suivant montre que cette condition est en fait
suffisante :
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The´ore`me 2.2.16. ([27, The´ore`me 2.4.3]). Si L est une structure de longueur semi-continue
infe´rieurement, alors L coincide avec la structure de longueur induite par la distance dL.
De´finition 2.2.17. Un espace me´trique ge´ode´sique est dit ge´ode´siquement complet si toute
ge´ode´sique se prolonge en une ge´ode´sique de´finie sur R tout entier.
Le the´ore`me suivant est une ge´ne´ralisation naturelle au cadre des espaces de longueur
du The´ore`me de Hopf-Rinow pour les varie´te´s Riemanniennes.
The´ore`me 2.2.18. ([26, Proposition I.3.7]). Soit (X, d) un espace me´trique de longueur
complet localement compact. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
– 1) X est complet ;
– 2) les boules ferme´es sont compactes ;
– 3) X est ge´ode´siquement complet.
2.3 Les espaces CAT(0)
La notion d’espace me´trique CAT(0) a e´te´ introduite par Alexandroff ([1]) ge´ne´ralisant
ainsi la notion de courbure scalaire non positive pour les varie´te´s riemanniennes lisses.
Dans toute la suite, (X, d) de´signe un espace me´trique ge´ode´sique. Un triangle ∆ est
la donne´e de trois point x, y et z (appele´s sommets) et trois ge´ode´siques [x, y], [y, z] et
[x, z] (appele´s coˆte´s) joignant les trois points x, y et z. Soit ∆([x, y], [y, z], [z, x]) un triangle
ge´ode´sique de X. Un triangle de comparaison de ∆ dans l’espace mode`le R2 (resp 1√|k|H
2
pour un certain k 6= 0) est un triangle ∆¯([x¯, y¯], [y¯, z¯], [z¯, x¯]) de R2 (resp 1√|k|H
2) ve´rifiant :
d(x, y) = deuc(x¯, y¯), d(y, z) = deuc(y¯, z¯) et d(x, z) = deuc(x¯, z¯). Un tel triangle existe toujours
et est unique a` isome´trie pre`s. Soit p un point de [x, y]. Un point p¯ dans [x¯, y¯] est dit point
de comparaison a` p si d(x, p) = deuc(x¯, p¯). On de´finit de manie`re similaire les points de
comparaison pour les deux autres coˆte´s [y¯, z¯] et [z¯, x¯].
De´finition 2.3.1. L’espace me´trique (X, d) est un espace CAT(0) (respectivement CAT(k)
ou` k < 0) si pour tout triangle ∆ dans X et tout point p et q sur les coˆte´s de ∆, on a
d(p, q) ≤ deuc(p¯, q¯) ou` p¯, q¯ dans ∆¯ sont des points de comparaison de p et q et ∆¯ le triangle
de comparaison de ∆ dans R2 (respectivement dans 1√|k|H
2).
Exemple 2.3.2. L’espace euclidien Rn est un espace CAT(0).
De´finition 2.3.3. Un espace ge´ode´sique est dit a` courbure ne´gative ou nulle (note´ NPC)
s’il est localement CAT(0) : pour tout x dans X, il existe un r > 0 tel que la boule B(x, r)
est un espace CAT(0).
Proposition 2.3.4. ([26, Proposition II.1.4]). Soit (X, d) un espace me´trique CAT(0). Pour
tout  > 0, il existe δ() tel que si p est un point milieu de la ge´ode´sique [x, y] et si p′ est un
point ve´rifiant
max {d(x, p′), d(y, p′)} ≤ 1
2
d(x, y) + δ,
alors d(p, p′) < .
Dans un espace ge´ode´sique, la fonction distance d est dite convexe si pour toutes les
ge´ode´siques α1 : [0, 1]→ X et α2 : [0, 1]→ X parame´tre´es a` vitesse constante, l’application
d : [0, 1]2 → R de´finie par (s, t) 7→ d(α1(s), α2(t)) est convexe ou de manie`re e´quivalente :
d(α1(t), α2(t)) ≤ (1− t)d(α1(0), α2(0)) + td(α1(1), α2(1)).
Une conse´quence imme´diate de la convexite´ de la distance est qu’un tel espace est uniquement
ge´ode´sique. Une autre conse´quence est le fait que les boules sont convexes.
26
Proposition 2.3.5. ([26, Proposition II.2.2]). Soit (X, d) un espace CAT(0). Alors X est
un espace a` distance convexe.
Corollaire 2.3.6. Un espace me´trique CAT(0) est uniquement ge´ode´sique.
Le the´ore`me suivant montre que dans le cas d’une varie´te´ riemannienne suffisamment
lisse la proprie´te´ CAT(0) est e´quivalente a` la ne´gativite´ de la courbure sectionnelle :
The´ore`me 2.3.7. ([29], [1], [26, The´ore`me II.1.A.6]). Soit M une varie´te´ riemannienne
comple´te simplement connexe de classe C3. Alors (M,d), ou` d est la distance riemannienne
associe´e, est un espace me´trique CAT(0) si et seulement si M est a` courbure sectionelle
ne´gative.
Il existe plusieurs autres caracte´risations e´quivalentes de la notions CAT(0) comme le
montre la proposition suivante :
Proposition 2.3.8. ([26]). Soit X un espace me´trique ge´ode´sique. Les conditions suivantes
sont e´quivalentes :
– 1) X est CAT(0) ;
– 2) Pour tout triangle ge´ode´sique ∆([x, y], [y, z], [z, x]) et tout p dans [x, y] tel que
d(x, p) = d(y, p), on a d(z, p) ≤ d(z¯, p¯) ;
– 3) X ve´rifie l’ine´galite´ de Bruhat-Tits i.e pour tout x, y, et z dans X et pour tout p
dans X tel que d(x, p) = d(y, p) = 12d(x, y) on a
d(x, z)2 + d(y, z)2 ≥ 2d(p, z)2 + 1
2
d(x, y)2.
SoitX un espace me´trique donne´. On dit queX ve´rifie la CAT(0) condition des 4-points si
pour tout quadruplet de points (x1, y1, x2, y2) il existe un quadruplet de points (x¯1, y¯1, x¯2, y¯2)
dans R2 tel que : d(xi, yj) = d(x¯i, y¯j) pour i, j ∈ {1, 2}, et d(x1, x2) ≤ d(x¯1, x¯2), d(y1, y2) ≤
d(y¯1, y¯2). La CAT(0) condition des 4-points constitue une reformulation de l’ine´galite´ CAT(0)
en terme de la ge´ome´trie des quadrilate`res. En effet, une conse´quence imme´diate de la
de´finition de l’espace CAT(0) est qu’un tel espace posse`de la CAT(0) condition des 4-points.
La re´ciproque reste vraie dans un cadre un peu plus restreint :
Proposition 2.3.9. Soit X un espace me´trique complet. Les conditions suivantes sont e´qui-
valentes :
– 1) X est un espace CAT(0);
– 2) X posse`de la proprie´te´ du point milieu approximative et la CAT(0) condition des
4-points.
La proposition 2.3.9 nous permet de de´finir la notion de CAT(0) pour les pseudo-espaces
me´trique complets. Ainsi :
De´finition 2.3.10. Un pseudo-espace me´trique complet est CAT(0) s’il posse`de la proprie´te´
du point milieu approximative et la CAT(0) condition des 4-points.
On obtient facilement la proposition suivante :
Proposition 2.3.11. Un pseudo-espace me´trique est CAT(0) si et seulement si son me´trise´
est CAT(0).
2.4 Arbres re´els
Un arbre re´el est un espace me´trique ge´ode´sique dans lequel deux points quelconques sont
joints par un unique arc. On peut aussi le voir comme e´tant un espace me´trique uniquement
ge´ode´sique tel que si [x, y] est la ge´ode´sique reliant deux points distincts x et y, alors tout
point z dans ]x, y[ de´connecte x de y. On le note ge´ne´ralement par T . Il est clair qu’un arbre
re´el est un espace CAT(0).
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Exemple 2.4.1. La droite re´elle est un arbre re´el. De meˆme un segment est un arbre re´el.
Exemple 2.4.2. Conside´rons R2 muni de la distance de´finie par d((x1, y1), (x2, y2)) =
|x1 − x2| + |y1| + |y2| si x1 6= x2 et d((x, y1), (x, y2)) = |y1 − y2|. On peut le voir comme
e´tant la droite (y = 0) sur laquelle on attache en tout point une droite verticale. Ainsi
la ge´ode´sique reliant (x1, y1) a` (x2, y2) est l’union de la ge´ode´sique [(x1, y1), (x1, 0)], de la
ge´ode´sique [(x1, 0), (x2, 0)] et de la ge´ode´sique [(0, y2), (x2, y2)]. C’est un arbre re´el.
De´finition 2.4.3. Un arbre re´el est dit simplicial si l’ensemble des points x tel que T \ {x}
admet au moins trois composantes connexes est un ensemble discret ferme´.
Soit Γ un groupe de type fini agissant par isome´tries sur T . Un e´le´ment γ est dit elliptique
s’il a un point fixe. Il est dit hyperbolique si `T (γ) = infx∈T {d(x, γx)} est non nul. Un axe de
translation d’un e´le´ment γ est une partie isome´trique a` R sur laquel γ agit par translation.
Morgan et Shalen ([39]) ont montre´ que l’ensemble Aγ = {x ∈ T tel que d(x, γx) = `T (γ)}
est un axe de translation si et seulement si γ est hyperbolique. Un bout de T est une classe
d’e´quivalence de rayons dans T ou` deux rayons sont identifie´s si leur intersection est un
rayon. L’action de Γ sur T est minimale si le seul convexe Γ invariant non vide est T . Elle
est irre´ductible s’il n’existe pas de bout fixe´ par Γ.
Proposition 2.4.4. [42, Proposition 2.4] Soit T un arbre re´el muni d’une action isome´-
trique de Γ. Alors, l’action de Γ est minimale si et seulement si T est l’union des axes de
translations des e´le´ments hyperboliques de Γ.
De´finition 2.4.5. On appelle fonction longueur d’un arbre re´el T la fonction `T : Γ →
[0,+∞[ de´finie par `T (γ) = infx∈T {d(x, γx)}.
D’apre`s Morgan et Shalen [39] les arbres re´els minimaux irre´ductibles sont caracte´rise´s
par leurs fonctions de longueur. Autrement dit s’ils ont la meˆme fonction de longueur alors
ils sont isome´triques. Nous aurons par la suite besoin du lemme suivant :
Lemme 2.4.6. [42, Lemme 4.3] Tout segment compact d’un arbre re´el muni d’une action
minimal et irre´ductible d’un groupe Γ de type fini, est contenu dans un axe de translation.
De´finition 2.4.7. On appelle Γ-arbre re´el un arbre re´el T muni d’une action isome´trique
de Γ.
2.5 Les espaces hyperboliques au sens de Gromov
Les espaces me´triques hyperboliques au sens de Gromov ont e´te´ introduits par Gromov
dans [34]. Toutefois il existe plusieurs de´finitions e´quivalentes de cette notion que nous allons
rappeler dans cette partie.
Soit X un espace me´trique et δ un re´el positif.
De´finition 2.5.1. L’espace me´trique X est dit δ-hyperbolique si pour tout triangle ge´ode´-
sique (x, y, z) de X, la ge´ode´sique [x, y] est contenue dans le δ-voisinage de la re´union des
ge´ode´siques [y, z] et [x, z]. Il est dit hyperbolique s’il est δ-hyperbolique pour un certain δ ≥ 0.
Exemple 2.5.2. L’espace hyperbolique H2 constitue un exemple typique d’espace hyperbo-
lique au sens de Gromov. C’est un espace ln(1 +
√
2)-hyperbolique.
Remarque 2.5.3. D’apre`s l’exemple 2.5.2, les espaces CAT(k) avec k < 0 sont des espaces
hyperboliques au sens de Gromov avec des constantes d’hyperbolicite´ ne de´pendant que de k.
Proposition 2.5.4. Toute varie´te´ riemannienne simplement connexe, comple´te de classe
C3 a` courbure sectionnelle k < a < 0 est hyperbolique au sens de Gromov.
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De´monstration. Conse´quence du The´ore`me 2.3.7 et de la Remarque 2.5.3.
Soit (x, y, z) un triangle ge´ode´sique de X. Conside´rons le tripode T (x, y, z) i.e l’unique
arbre simplicial a` quatre sommets x¯, y¯, z¯ et o¯ et a` trois areˆtes [x¯, o¯], [y¯, o¯] et [z¯, o¯] de longueur
a, b et c respectivement de´fini par :
– d(x, y) = a+ b ;
– d(x, z) = a+ c ;
– d(y, z) = b+ c.
Il existe alors une unique fonction modulo isome´trie, appele´e fonction de comparaison, du
triangle ge´ode´sique (x, y, z) sur le tripode T (x, y, z) envoyant les x, y et z sur x¯, y¯ et z¯ et
telle que sa restriction a` chaque coˆte´ du triangle (x, y, z) est une isome´trie.
De´finition 2.5.5. Un espace me´trique ge´ode´sique X est dit δ-hyperbolique si pour tout tri-
angle ge´ode´sique, la pre´-image par la fonction de comparaison de o¯ est de diame`tre infe´rieur
a` δ.
Il existe une autre de´finition de l’hyperbolicite´ qui ne fait intervenir que la distance.
De´finition 2.5.6. On appelle produit de Gromov de y et z par rapport a` x la quantite´ de´finie
par :
(y.z)x =
1
2
(d(y, x) + d(z, x)− d(y, z)).
De´finition 2.5.7. L’espace me´trique X est dit δ-hyperbolique si pour tout x, y, z et e dans
X on a :
(x.y)e ≥ min((x.z)e, (y.z)e)− δ.
Remarque 2.5.8. La de´finition 2.5.7 a la particularite´ de se ge´ne´raliser aux pseudo-espaces
me´triques et aux espaces non ge´ode´siques.
Proposition 2.5.9. ([26, Proposition III.1.17, Proposition III.1.22]). Les de´finitions 2.5.1,
2.5.5 et 2.5.7 sont deux a` deux e´quivalentes pour les espaces me´triques ge´ode´siques. 
Le the´ore`me suivant donne une condition necessaire et sufisante pour qu’un espace
CAT(0) soit hyperbolique :
The´ore`me 2.5.10. ([26, The´ore`me III.1.5]). Un espace CAT(0) propre muni d’une action
cocompacte d’un groupe Γ est hyperbolique si et seulement s’il n’admet pas de sous espace
isome´trique a` R2.
Exemple 2.5.11. Un arbre re´el est un espace me´trique 0-hyperbolique. En fait c’est meˆme
e´quivalent : un arbre re´el est un espace me´trique ge´ode´sique qui est 0-hyperbolique.
2.6 Diverses notions de convergence d’espaces me´triques
Nous allons dans cette section passer en revue diverses notions de convergence d’espaces
me´triques.
2.6.1 Convergence compacte-ouverte
Cette notion est la plus forte comme le montrent les proprie´te´s que nous allons e´ta-
blir. Son grand inconve´nient est de ne faire sens que lorsque les espaces me´triques Xn sont
tous home´omorphes a` un espace fixe´. Cependant, cette notion reste la plus adapte´e a` notre
contexte et sera ainsi la vedette de cette the`se amenant a` la preuve de nos the´ore`mes prin-
cipaux. Conside´rons une famille de distances dn sur le meˆme ensemble X, et y de´finissant
la meˆme topologie.
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De´finition 2.6.1. Les espaces me´triques (X, dn) convergent uniforme´ment vers un espace
me´trique (X¯, d¯) si et seulement si les applications dn : X ×X → [0,+∞[ convergent unifor-
me´ment vers une pseudo-distance d : X ×X → [0,+∞[ tel que (X¯, d¯) est l’espace me´trique
quotient de (X, d).
De´finition 2.6.2. On dit que les espaces me´triques (X, dn) convergent uniforme´ment sur les
compacts vers un espace me´trique (X¯, d¯) si les applications dn : X×X → [0,+∞[ convergent
uniforme´ment sur les compacts vers une pseudo-distance d telle que (X¯, d¯) soit isome´trique
a` l’espace me´trique quotient de (X, d).
Il n’est pas vrai que la limite pour la convergence uniforme sur les compacts d’espaces
me´triques complets soit comple`te comme le montre l’exemple suivant :
Exemple 2.6.3. Pour tout n ≥ 0 soit fn :]0, 2[→ R un home´omorphisme e´gal a` l’identite´
sur [ 1n , 2 − 1n ]. Soit dn la distance image re´ciproque par fn de la distance usuelle de R
de´finie sur X =]0, 2[. Alors (X, dn) est une famille d’espaces me´triques complets convergeant
uniforme´ment sur les compacts vers X muni de la distance induite qui est un espace me´trique
non complet.
L’exemple suivant est un cas particulier ou` l’espace limite he´rite les meˆmes proprie´te´s
que les (X, dn) :
Exemple 2.6.4. Soit (X, dn) une famille d’espaces me´triques convergeant uniforme´ment
sur les compacts vers un espace me´trique (X¯, d¯) tel que dn ≤ d ou` d est la pseudo-distance
sur X dont d¯ est isome´trique au me´trise´.
Si on suppose que les (X, dn) sont propres, alors (X¯, d¯) est propre. En effet, soit (xk)k∈N
une suite dans X qui se projette dans une boule ferme´e B de (X¯, d¯). Comme d1 ≤ d,
l’image re´ciproque de B dans X est force´ment contenue dans un compact K de X (compact
pour la topologie induite sur X par les distances dn) et donc la suite (xk)k∈N admet une
valeur d’adhe´rence x dans K. Comme les dn convergent uniforme´ment sur K vers d, x est
aussi valeur d’adhe´rence de (xk)k∈N pour d. Donc la projection de (xk)k∈N converge vers la
projection de x dans (X¯, d¯).
Si on suppose que les (X, dn) sont propres et complets, alors (X¯, d¯) est complet. En effet,
si (xk)k∈N est une suite dans X qui se projette en une suite de Cauchy de (X¯, d¯) pour d¯,
alors c’est une suite de Cauchy de (X, d) et donc une suite de Cauchy pour tous les dn. Or
les (X, dn) sont propres, ce qui montre que la suite (xk)k∈N a une limite et donc que (X¯, d¯)
est complet.
Si on suppose que la convergence est uniforme et que les (X, dn) sont complets, alors
(X¯, d¯) est complet.
2.6.2 Convergence Lipschitz
On se donne deux espaces me´triques X1 et X2. Pour toute fonction lipschitzienne f :
X1 → X2 on de´finit
dil(f) = sup
x1 6=y1∈X1
dX1(f(x1), f(y1))
dX2(x1, y1)
.
C’est la dilatation de l’application lipschitzienne f . Conside´rons la distance dL de´finie par :
dLip(X1, X2) = inf log(max
{
dil(f), dil(f−1)
}
),
ou` la borne infe´rieure est prise sur l’ensemble des home´omorphismes bi-lipschitziennes entre
X1 et X2. S’il n’existe pas d’home´omorphisme bi-lipschitzienne entre X1 et X2, alors on
pose dLip(X1, X2) = +∞.
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The´ore`me 2.6.5. ([27, The´ore`me 7.2.4]). La distance dLip est une distance sur l’ensemble
des espaces me´triques compacts modulo isome´trie.
De´finition 2.6.6. On appelle topologie Lipschitz la topologie induite par la distance dLip.
Ainsi une suite d’espaces me´triques Xn converge vers un espace me´trique X pour la topologie
Lipschitz si et seulement si dLip(Xn, X) −−−−→
n→∞ 0.
2.6.3 4-Points limite
Soient (X, d) un espace me´trique et (Xn, dn)n∈N une suite d’espaces me´triques tels que :
pour tout quadruplet (x1, x2, x3, x4) de points de X et pour tout  > 0, il existe une infi-
nite´ d’entiers n pour lesquels il existe des quadruplets (x1(n), x2(n), x3(n), x4(n)) dans Xn
ve´rifiant : pour tout 1 ≤ i, j ≤ 4,
|d(xi, xj)− dn(xi(n), xj(n))| < .
De´finition 2.6.7. L’espace (X, d) est une 4-points valeur d’adhe´rence des espaces me´triques
(Xn, dn).
The´ore`me 2.6.8. ([26, The´ore`me II.3.9]). Soit (Xn, dn)n∈N une suite d’espaces me´triques
CAT(0) (respectivement CAT(k) ou` k < 0) et soit (X, d) un espace me´trique complet et
ve´rifiant la proprie´te´ du milieu approximative. On suppose que (X, d) est une 4-points limite
des espaces (Xn, dn). Alors X est un espace CAT(0) (respectivement CAT(k)).
Il n’est pas vrai en ge´ne´ral que le comple´te´ d’un espace ge´ode´sique soit ge´ode´sique.
Cependant, comme le comple´te´ d’un espace me´trique (X, d) est de manie`re e´vidente une
4-point valeur d’adhe´rence de la suite constante ou` chaque (Xn, dn) est (X, d), on obtient le
corollaire suivant :
Corollaire 2.6.9. Le comple´te´ d’un espace me´trique CAT(0) est un espace CAT(0).
2.6.4 Convergence de Hausdorff-Gromov
Soit (X, d) un espace me´trique. Pour tout sous-ensemble S de X et r > 0, le r-voisinage
de S est l’ensemble de´fini par Vr(S) = ∪x∈SB(x, r).
De´finition 2.6.10. La distance de Hausdorff entre deux sous-ensembles non vides S1, S2
de X est de´finie par dH(S1, S2) = inf {r > 0 : S1 ⊂ Vr(S2) et S2 ⊂ Vr(S1)} si un tel r existe
et dH(S1, S2) = +∞ sinon.
A moins de se restreindre aux sous-ensemble ferme´s de X, dH n’est pas une distance sur
l’ensemble P (X) des parties de X. En effet :
Proposition 2.6.11. ([27, Proposition 7.3.3]). Soit (X, d) un espace me´trique.
– 1) dH est une pseudo-distance sur l’ensemble P (X) \ {∅} des parties non vides de X ;
– 2) dH(S1, S2) = 0 si et seulement si S1 = S2.
Un corollaire imme´diat de la proposition pre´ce´dente est le fait que l’ensemble F (X) des
sous-ensemble ferme´s non vides de X muni de la distance de Hausdorff dH est un espace
me´trique qui s’identifie a` l’espace me´trique quotient (P (X), d¯).
Proposition 2.6.12. ([27, Proposition 7.3.7, The´ore`me 7.3.8]). Soit (X, d) un espace me´-
trique.
– 1) Si (X, d) est complet, alors (F (X), dH) est complet.
– 2) Si (X, d) est compact, alors (F (X), dH) est compact.
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La distance de Hausdorff-Gromov est de´finie entre deux espaces me´triques quelconques,
l’ide´e est d’identifier les espaces isome´triques. Ce qui ame`ne a` se restreindre aux espaces
compacts.
De´finition 2.6.13. La distance de Hausdorff-Gromov entre deux espaces me´triques X1 et
X2 est de´finie comme e´tant la borne infe´rieure des r > 0 pour lesquels il existe un espace
me´trique X et deux sous espaces me´triques X ′1 et X
′
2 isome´triques a` X1 et X2 respectivement
ve´rifiant dH(X
′
1, X
′
2) < r. On la note dGH(X1, X2).
Dans la de´finition pre´ce´dente au lieu de prendre tous les espaces me´triques X qui ad-
mettent des plongements isome´triques de X1 et X2, on peut se restreindre aux espaces me´-
triques qui sont obtenus comme des espaces quotients de l’union disjointe de X1 et X2 par
une pseudo-distance d ve´rifiant : d|X1 = d1 et d|X2 = d2. En d’autres termes, dGH(X1, X2)
est la borne infe´rieure des r > 0 pour lesquels il existe une pseudo-distance d sur l’union
disjointe X1 ∪X2, prolongeant les distances d1 et d2 et ve´rifiant dH(X1, X2) < r. En effet,
soit X un espace me´trique et soit f1, f2 deux plongements isome´triques de X1, X2 dans
X tel que dH(f1(X1), f2(X2)) < r. De´finissons la pseudo-distance d sur X1 ∪ X2 par : si
x1 ∈ X1 et x2 ∈ X2 alors d(x1, x2) = dX(f1(x1), f2(x2)). Pour cette pseudo-distance on a
dH(X1, X2) < r.
Proposition 2.6.14. ([27, Proposition 7.3.13]). La distance de Hausdorff-Gromov ve´rifie
l’ine´galite´ triangulaire :
dGH(X1, X3) ≤ dGH(X1, X2) + dGH(X2, X3).
Il existe une autre formulation de la distance de Hausdorff-Gromov utilisant la notion de
correspondance :
De´finition 2.6.15. Une correspondance entre deux ensembles X1 et X2 est un sous-ensemble
R ⊂ X1 ×X2 tel que les projections pi1 : R→ X1 et pi2 : R→ X2 soient surjectives.
De´finition 2.6.16. Soit R une correspondance entre deux espaces me´triques X1 et X2. La
distorsion de R est de´finie par :
dis(R) = sup {|dX1(x1, y1)− dX2(x2, y2)| : (x1, x2) ∈ R et (y1, y2) ∈ R} .
Le the´ore`me suivant donne une autre de´finition e´quivalente a` celle de 2.6.13 de la distance
de Hausdorff-Gromov.
The´ore`me 2.6.17. ([27, The´ore`me 7.3.25]). Soient X1, X2 deux espaces me´triques non
vides. Alors
dGH(X1, X2) =
1
2
inf {dis(R), ou` R est une correspondance entre X1 et X2} .

Soit f : X1 → X2 une isome´trie entre X1 et X2. Conside´rons la correspondance R
de´finie par R = {(x, f(x)) : x ∈ X1}. Dans ce cas dis(R) = 0. Re´ciproquement, si R est une
correspondance entre X1 et X2 telle que dis(R) = 0, alors il existe une isome´trie f : X1 →
X2 telle que R = {(x, f(x)) : x ∈ X1}. En effet, pour tous (x1, x2), (y1, y2) dans R on a
dX1(x1, y1) = dX2(x2, y2). Ceci implique en particulier que pour tout x1 dans X1, il existe
un unique f(x1) = x2 dans X2 tel que (x1, f(x1)) ∈ R. Il est clair que f est l’isome´trie
voulue. On obtient en particulier que si X1 et X2 sont isome´triques, alors dGH(X1, X2) = 0.
La re´ciproque reste vraie dans le cas compact :
The´ore`me 2.6.18. ([27, The´ore`me 7.3.30]). La distance de Hausdorff-Gromov de´finie une
distance sur l’espace des classes d’isome´tries des espaces me´triques non vide compacts c’est-
a`-dire dGH(X1, X2) = 0 si et seulement si X1 et X2 sont isome´triques.
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Remarque 2.6.19. Si dGH(X1, X2) = 0 avec X1 compact et X2 complet, alors X2 est
compact et donc isome´trique a` X1. En effet, pour tout  > 0 il existe une correspondance
R telle que dis(R) < . Comme X1 est compact, il existe un sous ensemble fini X
′ tel que
dist(x1, X
′) <  pour tout x1 dans X1. Notons Y l’ensemble des x2 dans X2 pour lesquels
il existe x1 dans X
′ ve´rifiant (x1, x2) ∈ R. Il est clair que dist(x, Y ) < 2 pour tout x dans
X2. Comme X1 est compact, il existe donc un sous-ensemble fini Y
′ de Y tel que pour tout
x dans X2 on ait dist(x, Y
′) < 4. Le  e´tant quelconque et X2 e´tant complet, ceci implique
que X2 est compact.
Le the´ore`me 2.6.18 permet de de´finir une notion de convergence entre espaces me´triques
compacts :
De´finition 2.6.20. On dit qu’une suite (Xn)n∈N d’espaces me´triques non vides converge
pour la topologie de Hausdorff-Gromov vers un espace me´trique non vide compact X si et
seulement si
dGH(Xn, X) −−−−→
n→∞ 0.
Une conse´quence directe du The´ore`me 2.6.17 est le corollaire suivant :
Corollaire 2.6.21. Une suite d’espaces me´triques non vides Xn converge pour la topologie
de Hausdorff-Gromov vers un espace me´trique non vide compact X si pour tout  > 0 , il
existe n0 ≥ 0 tel que : pour tout n ≥ n0, il existe une correspondance Rn entre Xn et X
ve´rifiant :
|dXn(xn, yn)− dX(x, y)| < 2, pour tous (xn, x), (yn, y) dans Rn.
Exemple 2.6.22. Soit (X, dn)n∈N une suite d’espaces me´triques non vides compacts conver-
geant uniforme´ment vers un espace me´trique (X, d). Alors (X, dn)n∈N converge vers (X, d)
pour la topologie de Hausdorff-Gromov.
La proposition suivante re´sume les proprie´te´s de la convergence au sens de Hausdorff-
Gromov.
Proposition 2.6.23. [26, Proposition I.5.38] Soit X un espace me´trique complet. On sup-
pose que X est une limite Hausdorff-Gromov d’espaces me´triques Xn.
– 1) Si chaque Xn est un espace de longueurs, alors X est un espace de longueurs.
– 2) Si chaque Xn est propre, alors X est propre.
– 3) Si chaque Xn est propre et ge´ode´sique, alors X est propre et ge´ode´sique.
– 4) Si chaque Xn est CAT(0), alors X est CAT(0).
De´finition 2.6.24. Une famille d’espaces me´triques compacts (Xi, di)i∈I est dite unifome´-
ment compacte si :
– 1) Il existe une constante C telle que diam(Xi) ≤ C pour tout i ;
– 2) Pour tout  > 0, il existe un entier naturel N() tel que pour tout i, Xi contient un
ensemble fini -dense Yi (c’est-a`-dire dist(x, Yi) ≤  pour tout x dans Xi) de cardinal
infe´rieur a` N .
Le the´ore`me suivant est un the´ore`me de pre´-compacite´ duˆ a` Gromov :
The´ore`me 2.6.25. ([26, The´ore`me I.5.41]). Toute famille uniforme´ment compacte d’espaces
me´triques compacts est pre´-compact pour la topologie de Hausdorff-Gromov. En d’autres
termes toute suite (Xn)n∈N extraite de cette famille admet une sous-suite convergente pour
la topologie de Hausdorff-Gromov.
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2.6.5 Convergence de Hausdorff-Gromov pointe´e
La topologie de Hausdorff-Gromov est de´finie entre espaces me´triques quelconques mais
elle est peu adapte´e aux espaces non compacts. En effet, la distance de Hausdorff-Gromov
entre un espace compact et un autre non compact est toujours infinie. La convergence de
Hausdorff-Gromov pointe´e est une version de la convergence de Hausdorff-Gromov adapte´e
aux espaces me´triques propres non compacts.
De´finition 2.6.26. Un espace me´trique pointe´ est la donne´e d’un espace me´trique (X, d)
muni d’un point base x0 ∈ X.
On se donne une suite d’espaces me´triques pointe´s (Xn, dn, xn)n∈N. Pour tout r > 0,
notons B¯n(r) la boule ferme´e de Xn de centre xn et de rayon r.
De´finition 2.6.27. On dit que les espaces me´triques pointe´s (Xn, xn) convergent au sens de
la topologie de Hausdorff-Gromov pointe´e vers un espace me´trique pointe´ (X,x) si et seule-
ment si les boules B¯n(r) convergent quand n tend vers +∞ pour la topologie de Hausdorff-
Gromov vers la boule B¯(r) pour tout r > 0.
On a l’analogue de la proposition 2.6.23 dans le cas de la convergence de Hausdorff-
Gromov pointe´e :
Proposition 2.6.28. Soit (X,x) un espace me´trique pointe´ complet. On suppose que (X,x)
est obtenu comme limite Hausdorff-Gromov pointe´e d’espaces (Xn, xn).
– 1) Si chaque Xn est un espace de longueurs, alors X est un espace de longueurs.
– 2) Si chaque Xn est propre, alors X est propre.
– 3) Si chaque Xn est propre et ge´ode´sique, alors X est propre et ge´ode´sique.
– 4) Si chaque Xn est CAT(0), alors X est CAT(0).
De´monstration. La proposition de´coule imme´diatement de la Proposition 2.6.23
De la meˆme que pour la topologie de Hausdorff-Gromov, on a un the´ore`me de pre´-
compacite´ :
The´ore`me 2.6.29. ([26, The´ore`me I.5.45]). Soit (Xn, xn) une suite d’espaces me´triques
pointe´s. On suppose que pour tout r > 0 et  > 0, il existe un entier N(r, ) tel que
chaque B¯n(r) posse`de un ensemble fini -dense de cardinal infe´rieur a` N(r, ). Alors la
suite (Xn, xn)n∈N admet une sous suie extraite convergeante pour la topologie de Hausdorff-
Gromov pointe´e.
Remarque 2.6.30. Conside´rons l’espace de Minkowski R1,n muni de sa me´trique q1,n =
−dx20 + dx21 + ...+ dx2n. Pour tout re´el t > 0, posons :
Hnt =
{
x = (x0, x1, ..., xn) : q1,n(x) = −t2 et x0 > 0
}
.
La restriction de la me´trique lorentzienne q a` chaque Hnt induit une me´trique riemannienne
gt. Ce sont des varie´te´s riemanniennes simplement connexes et comple`tes a` courbures
−1
t2 .
Pour tout t > 0, soit xt un point base de H2t . Comme le volume de la boule B(xt, a)
est sinh2( a2t ), tout ensemble fini -dense est de cardinal N() ≥
sinh2( a2t )
sinh2( 2t )
. Donc la suite
de boules B(xtn , a) n’admet pas de sous-suite convergente pour la topologie de Hausdorff-
Gromov quand tn tend vers 0.
2.6.6 Ultralimites
De´finition 2.6.31. Un filtre sur N est une fonction µ : P (N)→ {0, 1} ve´rifiant :
– µ(∅) = 0, µ(N) = 1 ;
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– Si S1 ⊂ S2, alors µ(S1) ≤ µ(S2) ;
– Si µ(S1) = µ(S2) = 1, alors µ(S1 ∩ S2) = 1.
Dans la de´finition pre´ce´dente, si µ ve´rifie :
– µ(S) + µ(N\S) = 1 pour tout S dans P(N),
alors µ est appele´ un ultra-filtre.
De´finition 2.6.32. Un ultra-filtre µ est dit non principal si µ(S) = 0 lorsque S est fini.
L’existence d’un ultra-filtre non principal est assure´e graˆce au lemme de Zorn. En effet,
conside´rons la relation d’ordre ≤ sur l’ensemble des filtres de N de´finie par : µ1 ≤ µ2 si
et seulement si µ1(S) ≤ µ2(S) pour tout S dans P(N). Un filtre µ est maximal pour cette
relation si et seulement si c’est un ultra-filtre. Soit ω : N → {0, 1} de´finie par ω(S) = 1 si
et seulement si N\S est fini. C’est un filtre sur N. Remarquons qu’un ultra-filtre µ est non
principal si et seulement si ω ≤ µ. Une application du lemme de Zorn aux filtres de N ve´rifiant
ω ≤ µ montre l’existence d’un ultra-filtre non principal. L’inte´reˆt des ultra-filtres, comme
le montre le lemme suivant, est de se´lectionner une limite parmi les valeurs d’adhe´rences de
toute suite borne´e.
Lemme 2.6.33. Soit µ un ultra-filtre non principal de´fini sur N. Pour tout suite borne´e de
nombres re´els xn, il existe un unique re´el x tel que µ {n ∈ N : |xn − x| < } = 1 pour tout
 > 0.
Remarque 2.6.34. Le re´el x du lemme 2.6.33 est note´ limµ xn et appele´ l’ultra-limite de
la suite xn suivant l’ultra-filtre non principal µ.
Soit maintenant µ un ultra-filtre non principal. Soient (Xi, di, pi)i∈N une suite d’espaces
me´triques pointe´s. Conside´rons l’ensemble
X∞ =
{
x = (xi)i∈N ∈
∏
i
Xi : lim
µ
di(xi, pi) < +∞
}
pointe´ en p∞ = (pi)i. Conside´rons la pseudo-distance d∞ de´finie sur X∞ par :
d∞(x, y) = lim
µ
di(xi, yi).
De´finition 2.6.35. Le me´trise´ (X∞/ ∼, d¯∞) de (X∞, d∞) par la pseudo-distance d∞ pointe´
en l’image de p∞ est l’ultra-limite de la suite (Xn, dn, pn)n∈N suivant l’ultra- filtre non
principal µ. On le note ge´ne´ralement (Xµ, dµ, pµ).
Exemple 2.6.36. [26, Remarque I.5.55] Soit (X, d) un espace me´trique dont le comple´te´ est
propre et soit x0 un point fixe´ de X. Pour tout ultra-filtre non principal µ, l’ultra-limite des
(Xn, dn, xn) = (X, d, x0) suivant µ est isome´trique au comple´te´ de X.
Remarque 2.6.37. [26, Remarque I.5.55] Dans l’exemple pre´ce´dent, l’hypothe`se de proprete´
du comple´te´ est importante. En effet, si X est un ensemble de´nombrable (infini) muni de la
distance d(x, y) = 1 pour tout x 6= y, son ultra-limite est un espace non de´nombrable, alors
que (X, d) est de´ja` lui-meˆme complet.
Un cas particulier d’ultra-limite est celui du coˆne asymptotique. On se donne un espace
me´trique (X, d), une suite (pn)n∈N d’e´le´ments de X et une suite (λi)i∈N de re´els strictement
positifs tendant vers l’infini. Conside´rons la suite (Xn, dn, ∗n)n∈N d’espaces me´triques pointe´s
de´finie par : Xn = X, dn =
1
λn
d et ∗n = pn.
De´finition 2.6.38. L’ultra-limite de cette suite d’espaces me´triques pointe´s suivant l’ultra-
filtre non principal µ est appele´e un coˆne asymptotique de X et est note´ Coneµ(X).
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La proposition suivante re´sume les proprie´te´s de l’ultra-limite :
Proposition 2.6.39. [26, Page 79] Soit (Xn, dn, ∗n)n∈N et soit Xµ son ultra-limite suivant
le filtre non principal µ. On a :
– 1) L’espace me´trique Xµ est complet.
– 2) Si les Xn sont des espaces de longueur, alors Xµ est un espace de longueur ;
– 3) Si les Xn sont des espaces ge´ode´siques, alors Xµ est un espace ge´ode´sique ;
– 4) Si les Xn sont des espaces CAT(0) (CAT(k)), alors Xµ est un espace CAT(0)
(CAT(k)) ;
– 5) Si les Xn sont δn-hyperboliques avec limµ δn = δ <∞, alors Xµ est δ-hyperbolique.
En particulier si δ = 0 alors Xµ est un arbre re´el.
2.7 Convergence de Γ-espaces me´triques
Soit Γ un groupe de type fini.
De´finition 2.7.1. Un Γ-espace me´trique est la donne´e d’un triplet (X, d, ρ) tel que
– 1) (X, d) est un espace me´trique ;
– 2) ρ est une repre´sentation de Γ dans le groupe d’isome´trie de (X, d).
De´finition 2.7.2. Un Γ-espace me´trique pointe´ est un quadruplet (X, d, ρ, p∗) tel que (X, d, ρ)
est un Γ-espace me´trique et p∗ un point fixe´ de X.
Dans cette section, nous allons voir diverses notions de convergence de Γ-espaces me´-
triques. En particulier les notions de convergence de´finies dans la section pre´ce´dente ad-
mettent chacune une version e´quivariante.
2.7.1 Convergence spectrale
Soit (X, d,Γ, ρ) un Γ-espace me´trique. Comme pour les Γ-arbres re´el, la distanc de trans-
lation d’un e´le´ment γ de Γ est de´fini par :
`X(γ) = inf
x∈X
d(x, γx).
De´finition 2.7.3. On appelle fonction distance de translation de l’espace me´trique (X, d)
la fonction `X : Γ→ R+ qui a` chaque e´le´ment γ associe son spectre lX(γ).
Conside´rons T (Γ) la collection des Γ-espaces me´triques (X, d,Γ, ρ). Il est naturellement
muni d’une topologie dite topologie spectrale de´finie de la manie`re suivante : une suite
((Xn, dn))n∈N d’e´le´ments de T (Γ) convergent vers un (X, d) pour cette topologie si et seule-
ment si pour tout  > 0, pour tout P partie finie de Γ, il existe n0 positif tel que : pour tout
γ dans P
n ≥ n0 =⇒ |lX(γ)− lXn(γ)| < .
Exemple 2.7.4. Soit Γ = Z2 et soit (Xn, dn) = (R2, 1ndR2). Alors les (Xn, dn) convergent
spectralement vers le Γ-espace trivial re´duit a` un point.
2.7.2 Convergence compacte ouverte de Γ-espaces me´triques
Soient (X, dn, ρn) une famille de Γ-espaces me´triques. Remarquons que si les (X, dn)
convergent uniforme´ment vers (X¯, d¯), alors Γ agit par isome´trie sur (X¯, d¯).
De´finition 2.7.5. On dit que les Γ-espaces me´triques (X, dn, ρn) convergent au sens de la
topologie compacte ouverte e´quivariante vers un Γ-espace me´trique (X¯, d¯,Γ, ρ) si :
– les espaces me´triques (X, dn) convergent au sens de la topologie compacte ouverte vers
l’espace me´trique (X¯, d¯) ;
– pour tout γ dans Γ et x dans X : ρn(γ)x tend vers ρ(γ)x quand n tend vers l’infini.
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2.7.3 Ultra-limite de Γ-espaces me´triques
Soit Γ un groupe de type fini et µ un ultra-filtre non principal. Soit (Xn, dn, ρn, pn) une
famille de Γ-espaces me´triques pointe´s et soit X∞ l’ultra-limite de la suite (Xn, dn) suivant
l’ultra-filtre non principal µ. Supposons de plus que pour tout γ ∈ Γ,
lim
µ
dn(pn, ρn(γ)pn) <∞.
L’action diagonale ρ∞ de Γ sur X∞ de´finie par :
ρ∞(γ)(xn)n∈N = (ρn(γ)xn)n∈N
est une action isome´trique pour d∞ et donc induit une action isome´trique ρµ de Γ sur
l’espace quotient Xµ pointe´. Le Γ-espace me´trique (Xµ, dµ, pµ, ρµ) est l’ultra-limite des Γ-
espaces (Xn, dn, pn, ρn)n suivant l’ultra-filtre non principal µ.
2.7.4 Topologie de Gromov e´quivariante
Soit E un ensemble de Γ-espaces me´triques. Pour tout (X, d,Γ, ρ) dans E , pour toute par-
tie finie K de X, pour toute partie finie P de Γ et pour tout  > 0, soit VK,P,(X) l’ensemble
des (X ′, d′,Γ, ρ′) dans E tels qu’il existe une partie finie K ′ de X ′ et une correspondance R
entre K et K ′ telle que :
∀x, y ∈ K, ∀x′, y′ ∈ K ′, ∀γ ∈ P, xRx′, yRy′ =⇒ |d(x, ρ(γ)y)− d′(x′, ρ(γ)y′)| < .
L’ensemble des VK,P,(X) est un syste`me fondamental de voisinages de X pour une topologie
sur E , appele´e topologie de Gromov e´quivariante.
De´finition 2.7.6. Une suite (Xn, dn,Γ, ρn)n∈N de Γ-espaces converge vers un Γ-espace
(X, d,Γ, ρ) pour la topologie de Gromov e´quivariante si et seulement si, pour toutes les
parties finies K de X et P de Γ, et pour tout  > 0, il existe un N0 tel que pour tout n ≥ N0,
il existe une partie finie Kn de Xn et une correspondance Rn entre K et Kn ve´rifiant :
∀x, y ∈ K, ∀xn, yn ∈ Kn, ∀γ ∈ P , si xRnxn et yRnyn, alors
|d(x, ρ(γ)y)− dn(xn, ρ(γ)yn)| < .
Remarque 2.7.7. Dans la premie`re de´finition donne´e par Paulin [41], les parties K e´tait
suppose´es compactes mais ceci e´quivaut a` la de´finition ci dessus.
Exemple 2.7.8. La topologie de Gromov e´quivariante a e´te´ e´labore´e par Paulin [41]. Elle lui
a permis d’apporter un nouveau point de vue sur la compactification de Thurston de l’espace
de Teichmu¨ller Teich(S) d’une surface S oriente´e connexe et compacte. Plus pre´cise´ment :
pour toute suite d’e´le´ments (σi)i≥1 de Teich(S) convergeant vers un point du bord de Thurs-
ton i.e une classe d’homothetie de lamination ge´ode´sique mesure´e L, alors il existe une suite
ti de nombres re´els strictement positifs tendant vers 0 tels que les (tiH2, ρσi) convergent pour
la topologie de Gromov e´quivariante vers l’arbre re´el associe´ a` L.
La topologie de Gromov e´quivariante n’est pas se´pare´e. Une suite donne´e peut avoir
plusieurs limites. En effet, si une suite Xn converge vers un espace X, alors elle converge
vers tout sous espace Γ-e´quivariant de X.
Le the´ore`me suivant est un re´sultat de pre´-compacite´ pour cette topologie :
The´ore`me 2.7.9. Soit (Xn, dn, ρn)n∈N une suite de Γ-espaces me´triques CAT(kn) avec
kn < k < 0. Supposons qu’il existe une suite (xn)n∈N dans Xn, telle que pour toute partie
finie P de Γ, les adhe´rences des enveloppes convexes Conv(ρn(P )xn) sont uniforme´ment
compactes. Alors quitte a` extraire une sous-suite, les (Xn, dn,Γ, ρn)n∈N admettent une limite
pour la topologie de Gromov e´quivariante.
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La proposition suivante montre qu’en plus, dans le the´ore`me pre´ce´dent, toute limite est
a` courbure strictement ne´gative.
Proposition 2.7.10. Soit (X, d,Γ, ρ) un Γ-espace ge´ode´sique et k un re´el ne´gatif. Supposons
qu’il existe une suite (Xn, dn,Γ, ρn)n de Γ-espaces CAT(k) convergeant vers (X, d,Γ, ρ).
Alors (X, d,Γ, ρ) est un espace CAT(k).
De´monstration. Nous ne traitons que le cas k = 0. Soit ∆(x, y, z) un triangle ge´ode´sique dans
X. Soient p, q deux e´le´ments de ∆(x, y, z). Sans perdre de ge´ne´ralite´, on peut supposer que
p ∈ [x, y] et que q ∈ [x, z]. Il existe des parties finies Kn = {xn, yn, zn, pn, qn} convergeant
vers {x, y, z, p, q} au sens de la de´finition 2.6.7. Conside´rons ∆¯(x¯, y¯, z¯) (resp ∆¯(x¯n, y¯n, z¯n))
le triangle de comparaison correspondant a` ∆(x, y, z) (resp ∆(xn, yn, zn)) et p¯, q¯ (resp p¯n,
q¯n) les points de comparaison correspondant a` p et a` q (resp pn, qn). Les triangles de
comparaisons ∆¯(x¯, y¯, z¯) et ∆¯(x¯n, y¯n, z¯n) peuvent eˆtre choisis dans une re´gion compacte de
R2. Il s’en suit donc que les ∆¯n convergent vers ∆¯. Ce qui donne que les dR2(p¯n, q¯n) tendent
vers dR2(p¯, q¯). Or les (Xn, dn) sont CAT(0), donc d(pn, qn) ≤ d(p¯n, q¯n). En passant a` la
limit,e on en de´duit que d(p, q) ≤ d(p¯, q¯) et donc (X, d) est CAT(0).
L’exemple suivant, a` comparer avec la remarque 2.6.30, illustre dans un cas e´le´mentaire
un des re´sultat principaux de cette the`se :
Exemple 2.7.11. Conside´rons l’espace de Minkowski R1,n muni de sa me´trique lorentzienne
q = −dx20 + dx21 + ...+ dx2n. Notons par
Hnt =
{
x = (x0, x1, ..., xn) : q1,n(x) = −t2 et x0 > 0
}
.
La restriction de q a` chaque Hnt induit une me´trique riemannienne gt. Les Hnt sont obtenus a`
partir de l’espace Hn1 ≈ Hn en multipliant par t. Le groupe d’isome´tries des Hnt est SO(1, n).
Soit Γ un re´seau uniforme de SO(1, n). L’action de Γ sur chaque Hnt est libre, cocompacte
et proprement discontinue. Alors Hnt /Γ converge quand t tend vers 0 au sens de la topologie
de Gromov e´quivariante vers l’espace ({0} , d = 0).
2.7.5 Relations entre les diffe´rentes notions de convergence
Les diffe´rentes notions de convergence d’espaces me´triques ou de Γ-espaces me´triques
sont naturellement relie´es les unes aux autres. Les propositions suivantes e´tablissent une
certaine hie´rarchie entre ces diffe´rentes notions de convergence.
Proposition 2.7.12. Soient (Xn, dn, pn) une suite d’espaces me´triques pointe´s. Si (Xn, dn)
converge au sens de Hausdorff-Gromov alors elle converge au sens de Hausdorf-Gromov
pointe´e.
La proposition suivante met en e´vidence la relation entre ultra-limite et la convergence
Hausdorff Gromov.
Proposition 2.7.13. [26, Exercice I.5.52] Soient (Xn, dn, pn)n∈N une suite d’espaces me´-
triques propres pointe´s convergeant au sens de Hausdorff-Gromov vers un espace me´trique
(X∞, d∞, x∞) complet. Alors, pour tout ultra-filtre non principal µ, l’ultra-limite (Xµ, dµ, xµ)
est isome´trique a` (X∞, d∞, x∞).
Proposition 2.7.14. [27, Exemple 7.4.2] La convergence uniforme d’espaces me´triques en-
traˆıne la convergence de Hausdorff-Gromov.
Comme la convergence Lipschitz est un cas particulier de la convergence uniforme :
Proposition 2.7.15. [27, Exercice 7.2.6, Exemple 7.4.2] Si X est une limite Lipschitz d’es-
paces me´triques compacts Xn, alors c’est une limite de Hausdorff-Gromov de ces espaces
me´triques.
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Proposition 2.7.16. Soient (Xn, dn, xn, ρn)n∈N une suite de Γ-espaces me´triques pointe´s.
Pour tout ultra-filtre non principal µ, l’ultra-limite (Xµ, dµ, xµ, ρµ) est une limite Gromov
e´quivariante de la suite de Γ-espaces me´triques pointe´s (Xn, dn, xn, ρn)n∈N.
Proposition 2.7.17. Soit (X, dn,Γ, ρn)n∈N une suite de Γ-espaces me´triques convergeant
uniforme´ment sur les compacts. Alors (X, dn,Γ, ρn)n∈N converge pour la topologie Gromov
e´quivariante.
Proposition 2.7.18. Soit (Xn, dn, pn) une suite d’espaces me´triques munis d’actions iso-
me´triques de Γ. Supposons que Γ est le groupe trivial. Si les (Xn, dn, pn) convergent au sens
de Hausdorff-Gromov pointe´e alors les (Xn, dn) convergent au sens de Gromov e´quivariante.
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Chapitre 3
Fonctions temps en expansion
Dans ce chapitre nous e´tudions le caracte`re expansif des fonctions temps convexes dans un
espace-temps plat de dimension n+ 1 admettant une hypersurface de Cauchy hyperbolique.
Ceci va nous permettre d’e´tudier ensuite le comportement asymptotique des niveaux d’une
fonction temps quasi-concave au sens de la topologie spectrale. Nous ge´ne´ralisons ainsi un
re´sultat obtenu par Bonsante [25] dans le cas de la fonction temps cosmologique. Nous
commenc¸ons d’abord par rappeler la classification des espaces-temps plats MGHC dans le
cas particulier ou` l’espace-temps admet une hypersurface de Cauchy hyperbolique. Cette
classification fait intervenir la notion de domaine re´gulier que nous allons e´tudier en de´tail
dans ce chapitre. Nous e´tudions ensuite l’existence des fonctions temps dites quasi-concaves
ainsi que leurs proprie´te´s. Nous finissons par montrer la premie`re partie du The´ore`me A,
dont l’objet est l’e´tude de la convergence spectrale des niveaux d’une fonction temps quasi-
concave en dimension quelconque, dans le cas plat.
3.1 espaces-temps plats
Dans les anne´es 90 G. Mess [38] a classifie´ les espaces-temps plats non e´le´mentaires de di-
mension 2+1. Cette classification a e´te´ ge´ne´ralise´e par la suite en dimension quelconque dans
les travaux de Barbot [9], Bonsante [25]. Ils sont essentiellement obtenus comme quotients de
domaines convexes de l’espace de Minkowski par des sous groupe discrets de SO+(1, n)nR1,n.
Dans cette partie nous exposons quelques e´le´ments de cette classification, cependant nous
nous restreignons au cas ou` l’on a une hypersurface de Cauchy diffe´omorphe a` une varie´te´
hyperbolique compacte, en repoussant le cas ge´ne´ral au chapitre 7.
3.1.1 Espace de Minkowski
Rappelons tout d’abord que l’espace de Minkowski de dimension n+1, qu’on note ge´ne´ra-
lement par R1,n, est l’espace vectoriel Rn muni d’une forme quadratique de signature (1, n).
En d’autre termes, on munit l’espace vectoriel Rn+1 de sa base canonique (e0, e1, ..., en). On
de´finit la forme quadratique q1,n = −dx20 +dx21 + ...+dx2n ou` (x0, x1, ..., xn) de´signent les co-
ordonne´es dans la base canonique. C’est un espace-temps plat c’est-a`-dire un espace-temps a`
courbure nulle. Ceci permet d’identifier, graˆce au transport paralle`le, chaque espace tangent
TpR1,n avec R1,n. Il est naturellement muni d’une orientation chronologique de´finie par le
champ de vecteurs constant partout e´gal a` e0 qu’on note ge´ne´ralement par ν =
∂
∂x0
.
Le groupe O(1, n) est le groupe des isome´tries line´aires de R1,n, celles qui fixent l’origine.
La composante connexe de l’identite´ O+(1, n) est le groupe des isome´tries line´aires pre´ser-
vant l’orientation chronologique. Le groupe des isome´tries de l’espace de Minkowski R1,n
pre´servant l’orientation et l’orientation chronologique est SO+(1, n)nR1,n.
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Les ge´ode´siques de Minkowski, au sens auto-paralle`le de la connexion de Levi-Civita,
sont les courbes de la forme x+ tv ou` x est un point de l’espace de Minkowski, v un vecteur
et ou` t de´crit R. On distingue trois types de ge´ode´siques :
– 1) les ge´ode´siques de type temps : ce sont les courbes de la forme x + tv ou` v est un
vecteur de type temps ;
– 2) les ge´ode´siques de type lumie`re : ce sont les courbes de la forme x+ tv ou` v est un
vecteur de type lumie`re ;
– 3) les ge´ode´siques de type espace : ce sont les courbes de la forme x + tv ou` v est un
vecteur de type espace.
De manie`re analogue les sous espaces de dimension n totalement ge´ode´siques de l’espace de
Minkowski sont les hyperplans de la forme x + n⊥ ou` n est un vecteur. Ainsi, ils sont de
type :
– 1) espace si et seulement si n est de type temps ;
– 2) temps si et seulement si n est de type espace ;
– 3) lumie`re si et seulement si n est de type lumie`re.
Exemple 3.1.1. Conside´rons l’espace de Minkowski R1,2 muni de sa forme quadratique q1,2.
Fixons une origine O. Soit C le coˆne lumie`re de´finie par C =
{
p ∈ R1,2 : q1,n(p, p) = 0
}
.
Alors :
1) Les sous-espaces totalement ge´ode´siques de type espace passant par O sont les hyperplans
qui ne rencontre C qu’au point O ;
2) Les sous-espaces totalement ge´ode´siques de type temps (de dimension 2) passant par O
sont les hyperplans qui rencontre C en exactement deux droites de type lumie`re passant par
O ;
3) Les sous espaces totalement ge´ode´siques de type lumie`re passant par O sont les hyperplans
qui rencontre C en exactement une droite ge´ode´sique lumie`re.
Le fait que la norme d’un vecteur peut eˆtre ne´gative ne permet pas de donner un sens
a` la notion de ge´ode´sique minimisante. Cependant on a toujours une notion de longueur
donne´e par :
l(α) =
∫ √
|q1,n(α˙(t), α˙(t))|
ou` α est une courbe C1 par morceaux. Notons que pour cette longueur, la distance induite
est triviale. En effet, toute paire de points de l’espace de Minkowski peut eˆtre relie´e par une
courbe C1 par morceaux forme´e de segments ge´ode´siques lumie`re. Notons aussi que parmi
les courbes temporelles reliant deux point donne´s x et y, la droite est la courbe qui maximise
cette longueur.
Dans l’espace de Minkowski les sous-ensembles achronaux (acausaux) sont bien caracte´-
rise´s. Ils sont des graphes de fonctions 1-Lipschitz comme le montre la proposition suivante :
Proposition 3.1.2. Soit S une partie de R1,n. Alors :
– S est achronale si et seulement s’il existe Λ sous-ensemble de Rn et une application
1-Lispchitz f : Λ→ R tels que
S = G(f) = {(f(x), x) : x ∈ Λ } ;
– S est achronale sans bord si et seulement si Λ est ouvert dans Rn
De´monstration. 1) On se place dans un syste`me de coordonne´es (x0, x1, ..., xn). Conside´rons
la projection pi2 : R1,n → Rn. Les fibres de pi2 sont des droites temporelles. Chacune de ses
fibres rencontre donc S au plus une fois. Ceci montre qu’il existe une fonction f : Λ → R
telle que : Λ = pi2(S) et S = G(f). Le fait que f est Lipschitz de´coule imme´diatement de
l’achronalite´ de S. La re´ciproque est triviale.
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2) On suppose de plus que S est sans bord. Soit x dans Λ, il existe donc un voisinage
ouvert V de p = (f(x), x) tel que toute courbe causale qui relie un point de I−(p) ∩ V et
un point de I+(p) ∩ V rencontre S ∩ V . Il s’en suit que si y est un point assez proche de x,
la fibre pi−12 (y) rencontre S et donc y appartient a` Λ. Re´ciproquement, supposons que Λ est
ouvert. Soit p = (f(x), x) un e´le´ment de Λ et soit  > 0 tel que la boule B de centre x et de
rayon  soit contenue dans Λ. Soit maintenant l’ouvert V =]− ,+[×B et soit (t1, x1) dans
I+(p)∩ V et (t2, x2) dans I−(p)∩ V . Soit α : t→ (t, x(t)) est une courbe causale reliant ces
deux points. Comme t→ x(t) est 1-Lipschitz et que t varie dans ]t1; t1[⊂]−,+[ chaque x(t)
est a` distance au plus  de x1 ou de x2 , et donc a` distance au plus 2 de x : il appartient donc
a` B. On peut donc conside´rer l’application t → f(x(t))− t. Cette application est continue,
positive en t2 et ne´gative en t1. Elle s’annule donc, ce qui signifie que la courbe α rencontre
bien S.
Le corollaire suivant est une conse´quence directe de la Proposition 3.1.2 :
Corollaire 3.1.3. S est ferme´ achronal sans bord si et seulement s’il est le graphe d’une
application 1-Lipschitz f : Rn → R
De´monstration. S est le graphe d’une application 1-Lipschitz f : Λ→ R avec Λ ouvert. Cette
application s’e´tend de manie`re unique a` l’adhe´rence. Comme S est ferme´ ce ci entraine que
Λ est ferme´ et donc Λ = Rn.
Remarque 3.1.4. La proposition pre´ce´dente et son corollaire sont vrais en remplac¸ant
achronal par acausal. Dans ce cas la fonction f est contractante.
Dans R1,n les parties localement achronales sont en fait globalement achronales comme
le montre la proposition suivante :
Proposition 3.1.5. Toute partie localement achronale de R1,n sans bord ferme´e et connexe
est globalement achronale.
De´monstration. Soit S un ensemble ferme´ localement achronal sans bord de R1,n. La res-
triction pi2,S de pi2 a` S est un home´omorphisme local (voir Proposition 3.1.2) dont l’image
est Rn tout entier (par le Corollaire 3.1.3). Montrons que cette application a la proprie´te´
des rele`vement des chemins. Comme Rn est simplement connexe et que S est connexe, ceci
montrera comme voulu que pi2,S est un home´omorphisme global.
Soit p0 dans S et x0 = pi2,S(p0) dans Rn. Soit maintenant α une courbe continue de´finie
sur [0, 1] et a` valeurs dans Rn telle que : α(0) = x0. Conside´rons I l’ensemble des re´els s tels
qu’il existe une courbe α¯s issue de p0 dans S ve´rifiant pi2,S ◦ α¯s(t) = α(t) pour tout t dans
[0, s[. Comme pi2,S est un home´omorphisme local, il existe un ouvert U de p0 dans S et une
boule ouverte B autour de x0 tel que pi2,S soit un home´omorphisme de U dans B. Comme
α est continue, il existe un s > 0 tels que α[0,s[ soit contenue dans B. Donc la courbe de´finie
par α¯s = pi
−1
2,S(α[0,s[) ∩ U ve´rifie : pi2,S ◦ α¯s(t) = α(t) pour tout t dans [0, s[ ; ce qui montre
que I est non vide. De plus I est connexe donc c’est un intervalle de la forme [0, 1] ou de la
forme [0, smax[ avec 0 < smax < 1. Le deuxie`me cas est exclu. En effet, la courbe α¯smax est
lipschitz et donc se prolonge par continuite´ en smax. Donc I = [0, 1].
Le the´ore`me suivant caracte´rise les domaines globalement hyperboliques de R1,n.
The´ore`me 3.1.6. ([14, The´ore`me 1.5.1]). Le de´veloppement de Cauchy d’un ferme´ achronal
sans bord de l’espace de Minkowski est soit futur complet, soit passe´ complet soit compris
entre deux hyperplans lumie`res paralle`les.
Un exemple typique de domaine globalement hyperbolique de R1,n est le futur ou le passe´
d’un ferme´ achronal S. Nous verrons par la suite que des hypothe`ses supple´mentaires sur S
telles que l’invariance par un sous groupe discret de SO+(1, n)n R1,n ou la maximalite´ du
domaine associe´ impliquent des restrictions importantes sur la ge´ome´trie de S.
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3.1.2 Domaines re´guliers
Les domaines re´guliers sont un ingre´dient essentiel de la classification des espaces-temps
plats. Ils ont e´te´ introduits se´pare´ment par T. Barbot [9] et F. Bonsante [25]. Dans cette
partie nous allons e´tudier les proprie´te´s de ces domaines.
Soit R1,n l’espace de Minkowski muni de la forme quadratique q1,n = −dx20+dx21+...+dx2n
dans un syste`me de coordonne´es donne´. Rappelons qu’un hyperplan de type lumie`re P est
de´fini par la donne´e d’un point x et d’un vecteur de type lumie`re n. Il s’e´crit alors sous la
forme x+n⊥ . Un tel vecteur n peut eˆtre vu comme oriente´ vers le futur (x0 > 0) ou oriente´
vers le passe´ (x0 < 0). L’espace des vecteurs n de type lumie`re oriente´s vers le futur tel que
||n|| = 1 ou` ||.|| est la norme euclidienne dx20 + ...+ dx2n de Rn+1 muni de la restriction de q
n’est autre que la sphe`re ronde de dimension n− 1. Notons la Sn−1.
Conside´rons l’espace P des hyperplans de type lumie`re de Minkowski. Soit φ : P →
Sn−1×R l’application qui a` chaque hyperplan P = x+n⊥ de P associe le couple (n,Q(n, x)).
CommeQ(n, x) est inde´pendant du choix du point x dans P , cette application est bien de´finie
et est une bijection.
Soit A un sous-ensemble de P. On de´finit le sous-ensemble Ω+(A) de R1,n par :
Ω+(A) =
⋂
P∈A
I+(P ).
De manie`re similaire, on de´finit le sous-ensemble Ω−(A) en remplac¸ant dans la de´finition
ci dessus les futurs I+(P ) des hyperplans P par leurs passe´s I−(P ).
De´finition 3.1.7. Si A contient au moins deux e´le´ments, et si Ω+(A) (Ω−(A)) est un ouvert
non vide alors il est appele´ domaine re´gulier futur (respectivement passe´).
Il de´coule imme´diatement de la de´finition qu’un domaine re´gulier Ω+(A) (Ω−(A)) est
convexe et futur complet (respectivement passe´ complet). Dans toute la suite nous allons
supposer, quitte a` inverser l’orientation que nous avons affaire a` des domaines futurs com-
plets. La proposition suivante relie les proprie´te´s de Ω+(A) a` celles de A :
Proposition 3.1.8. Soit A un sous-ensemble de P contenant au moins deux e´le´ments.
– 1) Si A est ferme´ alors Ω+(A) est ouvert ;
– 2) Si Ω+(A) est un domaine re´gulier alors Ω+(A) = Ω+(A¯).
De´monstration. 1) On suppose que A est ferme´ dans P. Si Ω+(A) est vide, alors il est
ouvert. Sinon supposons que Ω+(A) n’est pas ouvert, son comple´mentaire Ω+(A)c dans R1,n
est donc contenu strictement dans son adhe´rence. Ce qui montre qu’il existe une suite pn
d’e´le´ment de Ω+(A)c convergeant vers un e´le´ment p de Ω+(A). Pour chaque n, il existe donc
Pn = (xn, tn) ∈ A tel que 〈pn, xn〉 ≥ tn. Quitte a` extraire une sous suite, les xn convergent
vers un x dans Sn−1. D’autre part comme p est dans Ω+(A), on a 〈p, xn〉 < tn pour tout
entier n. Comme les pn convergent vers p, il s’en suit que tn converge vers 〈p, x〉. L’ensemble
A e´tant ferme´, (x, 〈p, x〉) ∈ A. Ce qui contredit le fait que p appartient a` Ω+(A).
2) Supposons maintenant que Ω+(A) est un domaine re´gulier. On a que Ω+(A¯) ⊂ Ω+(A).
Supposons qu’il existe p un e´le´ment de Ω+(A) tel que 〈p, x〉 ≥ t pour un certain P = (x, t) ∈
A¯. Soit (xn, tn) une suite d’e´le´ments de A convergeant vers (x, t). En passant a` la limite on
obtient que 〈p, x〉 = t. Comme Ω+(A) est ouvert on peut trouver un e´le´ment q de Ω+(A)
tel que 〈q, x〉 > t. Mais par le meˆme argument ci dessus on a que 〈q, x〉 = t ce qui donne la
contradiction.
Remarque 3.1.9. La preuve du the´ore`me pre´ce´dent montre que Ω+(A¯) contient l’inte´rieur
de Ω+(A).
Corollaire 3.1.10. Soit A un sous-ensemble de P. Alors int(Ω+(A)) = Ω+(A¯).
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De´monstration. Par la remarque pre´ce´dente int(Ω+(A)) ⊂ Ω+(A¯). Par la proposition pre´ce´-
dente Ω+(A¯) est ouvert et comme il est contenu dans Ω+(A), on a Ω+(A¯) ⊂ int(Ω+(A)).
Exemple 3.1.11. Conside´rons l’espace de Minkowski (R1,n, q1,n) avec une origine 0. Soit
C< =
{
(x0, x1, ..., xn) ∈ R1,n : q1,n(p, p) < 0 et x0 > 0
}
le coˆne futur issu de 0. Alors C< est
un domaine re´gulier futur complet associe´ au sous-ensemble A de P de tous les hyperplans
lumie`res passant par 0.
Un autre exemple de domaine re´gulier auquel on peut penser est celui ou l’ensemble A
est fini.
Exemple 3.1.12. Soit A un sous-ensemble contenant exactement deux e´le´ments de P. Le
domaine re´gulier Ω+(A) associe´ est appele´ bande de Misner.
Proposition 3.1.13. Soit A un sous-ensemble ferme´ de P contenant au moins deux e´le´-
ments. Alors les domaines Ω+(A) et Ω−(A) qui lui sont associe´s sont non vides si et seule-
ment si A est compact.
De´monstration. Supposons que Ω+(A) est un domaine re´gulier futur complet i.e non vide .
Soit p dans Ω+(A), alors pour tout (v, s) dans A on a 〈p, v〉 < s. Comme Sn−1 est compacte,
la quantite´ 〈p, v〉 < s est minore´e par une constante C1. Donc s > C1 pour tout (v, s) dans
A. De manie`re similaire on montre que si Ω−(A) est un domaine re´gulier passe´ complet alors
il existe une constante C2 telle que pour tout (v, s) dans A on a s < C2. Donc A est compact.
Inversement supposons que A est compact . Il existe donc une constante C1 et une
constante C2 telles que pour tout (v, s) dans A on a C1 < s < C2. Les hyperplans lumie`res
(v, C1) ou` v parcourt Sn−1 s’intersectent tous au meˆme point p formant ainsi un coˆne lumie`re
au dessus de p. Le point p ve´rifie alors en particulier 〈p, v〉 = C1 < s pour tout (v, s) dans A.
Donc p appartient a` Ω+(A) ce qui montre qu’il est non vide. De la meˆme fac¸on on montre
que le domaine Ω−(A) est non vide.
De´finition 3.1.14. Soit Ω un domaine futur complet de Minkowski et P un hyperplan. On
dit que P est un hyperplan support de Ω si et seulement si Ω est contenu dans un des deux
demi-espaces borde´s par P .
Remarque 3.1.15. La de´finition classique d’hyperplan support suppose ge´ne´ralement que
P ∩ Ω¯ soit non vide. On peut voir que la de´finition 3.1.14 est celle utilise´e dans [25] et nous
l’avons choisie pour des raisons pratiques.
L’existence d’au moins deux hyperplans lumie`res dans la de´finition du domaine re´gulier
assure l’existence d’un hyperplan support de type espace. Plus pre´cise´ment, si p1 + v
⊥
1 et
p2 +v
⊥
2 sont deux hyperplans de type lumie`re alors ils s’intersectent le long d’un sous espace
affine A de type espace de dimension n−1. De plus le couple (v1, v2) engendre un plan de type
temps P . Pour tout n dans P et tout p dans A, l’hyperplan p+n⊥ est un hyperplan support
de type espace. Une premie`re conse´quence est qu’un domaine re´gulier ne peut eˆtre futur d’un
hyperplan de type temps ni l’espace de Minkowski tout entier. Elle permet aussi d’e´viter le
cas trivial du futur d’un hyperplan de type lumie`re. La proposition suivante montre que les
domaines re´guliers jouissent de la jolie proprie´te´ d’avoir un temps cosmologique re´gulier.
Proposition 3.1.16. ([25, Proposition 4.3]). Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet.
Alors :
– Pour tout p dans Ω+, il existe un unique r(p) dans ∂Ω+ re´alisant le temps cosmologique
i.e tel que Tcos(p) = q1,n(p− r(p), p− r(p)) ;
– La fonction r : Ω+ → ∂Ω+ est une fonction continue.
– Le temps cosmologique Tcos de Ω
+ est re´gulier ;
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De´monstration. Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet. Soit p un point de Ω+. On
sait que Ω+ admet un hyperplan support de type espace, ce qui implique que J−(p) ∩ ∂Ω+
est compact. Ceci entraine que le supq∈J−(p)∩∂Ω+ d(p, q) est atteint en un point r(p) de
J−(p) ∩ ∂Ω+. La distance d(p, r(p)) e´tant finie, ceci montre que Tcos est un temps fini. S’il
existe un autre point r′(p) dans J−(p) ∩ ∂Ω+ tel que Tcos(p) = d(p, r′(p)), alors r(p) et
r′(p) sont dans le meˆme hyperboloide contenu dans le coˆne passe´ issu de p. D’un cote´ le
segment ]r(p), r′(p)[ est dans le futur de ∂Ω+ et donc de distance lorentzienne infe´rieure
ou e´gale a` d(p, r(p)). D’un autre cote´ le segment ]r(p), r′(p)[ est strictement contenu dans
le passe´ de l’hyperboloide contenant r(p) et r′(p) et donc a` distance strictement supe´rieur
a` d(p, r(p)) contradiction. Le temps cosmologique s’exprime alors sous la forme Tcos(p) =√−q(p− r(p), p− r(p)).
Soit pn une suite d’e´le´ments de Ω
+ qui convergent vers p dans Ω+. Il existe alors un
compact K de Ω+ contenant les pn. On sait que J
−(K) ∩ ∂Ω+ est compact. D’autre part
si les r(pn) convergent vers un r dans J
−(K) ∩ ∂Ω+ alors r re´alise le temps cosmologique
de p et donc e´gale a` r(p) . Ceci suffit pour montrer que r(pn) converge vers r(p) et donc la
continuite´ de r.
Si pn est une suite d’e´le´ments de Ω
+ qui converge vers un e´le´ment p¯ de ∂Ω+ alors,
quitte a` prendre une sous suite, les r(pn) convergent vers un point r de ∂Ω
+ qui est dans
le passe´ causal de p¯. On a que Tcos(pn) = |pn − r(pn)| converge vers |p¯− r| et le fait que
∂Ω+ soit achronal montre que Tcos(pn) tend vers 0. Ceci suffit pour conclure que le temps
cosmologique est re´gulier.
Remarque 3.1.17. La proposition pre´ce´dente est vraie dans un cadre un peu plus ge´ne´ral
que les domaine re´guliers. Plus pre´cise´ment la convexite´ et l’existence d’un hyperplan support
de type espace suffisent.
Proposition 3.1.18. ([25, Lemme 4.9]). Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet. Alors :
– Ω+ est globalement hyperbolique ;
– Le temps cosmologique Tcos de Ω
+ est un temps de Cauchy.
De´monstration. Le fait que Ω+ soit globalement hyperbolique de´coule imme´diatement du
fait qu’il soit futur complet. Montrons que Tcos est un temps de Cauchy. Soit α :]0,+∞[→ Ω+
une courbe causale inextensible future. On ne perd pas de ge´ne´ralite´ en supposant que le
point origine de R1,n est le point limite de α. On peut toujours e´crire α sous la forme
α(t) = (t, c(t)). Dans ce cas on a que τ(α(t)) ≥
√
t2 − ||c(t)||2. Il s’en suit que τ(α(t)) ≥ 2t.
Comme τ est une fonction qui croit strictement le long des courbes causales, ceci implique
qu’elle tend vers +∞ quand t tend vers +∞. Le re´sultat de´coule alors de la re´gularite´ du
temps cosmologique.
Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet et soit r la fonction re´traction associe´e.
Conside´rons la fonction N : Ω+ → Hn de´finie par :
N(p) =
1
Tcos(p)
(p− r(p)).
Lemme 3.1.19. ([9], [25, Lemme 4.15]). Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet. On
suppose que la fonction normale N est surjective. Alors la restriction de N a` un niveau
cosmologique est une fonction propre.
De´monstration. Soit ΣTcos1 le niveau 1 de la fonction temps cosmologique. Soit K un compact
de Hn et (pi)i∈N une suite d’e´le´ments de N−1(K) ∩ ΣTcos1 . Quitte a` extraire une sous suite
on peut supposer que les N(pi) convergent vers un point n∞ dans K. Comme l’application
N est surjective, il existe un p∞ dans ΣTcos1 tel que N(p∞) = n∞. Il est facile de voir que
la limite des segments [p∞, pi] est un segment partant de p∞ ou un rayon partant de p∞.
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Notons le par R. Supposons qu’on est dans le deuxie`me cas. On peut facilement montrer
que le rayon R est contenu dans (p∞ + n+∞) ∩ ΣTcos1 . Il existe donc un v de type espace tel
que R = p∞ + R+v. On a donc 〈v, p∞〉 = 0.
Soit n dans Hn tel que 〈p∞, n〉 > 0 et soit q dans ΣTcos1 tel que N(q) = n. On montre
alors facilement que 〈p∞ + tv − q, n∞ − n〉 ≥ 0 pour tout t > 0. Donc 〈p∞ − q, n∞ − n〉 +
t 〈v, n∞ − n〉 ≥ 0pour tout t > 0. Or 〈v, n∞ − n〉 < 0 ce qui donne une contradiction.
Remarque 3.1.20. Bien suˆr on obtient les meˆmes re´sultats dans le cas d’un domaine
re´gulier passe´ complet Ω−.
Singularite´ initiale associe´e a` un domaine re´gulier
Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet. Soit r : Ω+ → ∂Ω+ son application re´traction
associe´e.
De´finition 3.1.21. On appelle singularite´ initiale le sous-ensemble Σ = r(Ω+) de ∂Ω+.
Soit p un point de Ω+. L’hyperplan r(p) + (p − r(p))⊥ est un hyperplan support de
type espace de Ω+. En effet, tous les points de (r(p) + (p− r(p))⊥) ∩ I−(p) sont a` distance
Lorentzienne infe´rieure a` Tcos(p). Donc si le passe´ de (r(p) + (p − r(p))⊥) rencontre Ω+,
alors Ω+ rencontre le passe´ de l’hyperboloide a` distance τ(p) dans le coˆne passe´ de p. Ce
qui contredit le fait que r(p) est maximisant. Ceci montre aussi que si r + (p − r)⊥ est
un hyperplan support Ω+ passant par un point r de ∂Ω+ alors r = r(p). On a donc la
caracte´risation suivante de Σ :
Proposition 3.1.22. ([25, Corollaire 4.5]). La singularite´ initiale Σ est l’ensemble des points
de ∂Ω+ par lequels passent un hyperplan support de type espace.
Remarque 3.1.23. A noter qu’un point de Σ peut eˆtre contenu dans plusieurs hyperplans
support de type espace.
Exemple 3.1.24. Soit C< le coˆne futur de R1,n issu de 0. La re´traction est dans ce cas
l’application constante qui associe a` chaque e´le´ment de C< le point origine 0. Donc la sin-
gularite´ initiale Σ est re´duite au point 0. Tous les hyperplans de type espace passant par 0
sont des hyperplans support a` C.
La proposition suivante caracte´rise les points de Σ via les proprie´te´s ge´ome´triques de
∂Ω+ :
Proposition 3.1.25. ([25, Lemme 4.11, Proposition 4.12]). Soit Ω+ un domaine re´gulier
futur complet et r sa retraction associe´e. Alors :
– Par tout point de ∂Ω+ passe un rayon lumie`re qui est contenu entie`rement dans ∂Ω+ ;
– La singularite´ initiale Σ est exactement l’ensemble des points de ∂Ω+ par lesquels
passent au moins deux rayons lumie`res contenus entie`rement dans ∂Ω+ ;
– Pour tout point q de Σ, r−1(q) est l’intersection de Ω+ avec l’enveloppe convexe des
rayons lumie`res partant de q et contenus dans ∂Ω+.
Exemple 3.1.26. Dans R1,2 conside´rons un segment de type espace d’extre´mite´s r1 et r2.
Notons par U le futur de ce segment. Alors U est un domaine re´gulier futur complet de
R1,2. Il est forme´ de deux demi-coˆnes entre lesquels on a inse´re´ une bande de Misner i.e
le produit du coˆne futur de dimension 1 + 1 par le segment [r1, r2]. La singularite´ initiale
Σ associe´e a` U est le segment [r1, r2]. Par tout point de ce segment passent deux rayons
lumie`res entie`rement contenus dans le bord de U sauf les points r1 et r2 par lesquels passent
une infinite´ de rayons lumie`res entie`rement contenus dans le bord de U .
Proposition 3.1.27. ([25, Proposition 4.14]). Soit Ω+ un domaine re´gulier futur-complet.
Soient r1 et r2 dans Σ. Alors :
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– L’hyperplan (r1 − r2)⊥ se´pare au sens large N(r−1(r1)) de N(r−1(r2)) i.e pour tout
n1 ∈ N(r−1(r1)) et n2 ∈ N(r−1(r2)) on a 〈r1 − r2, n1〉 ≥ 0 et 〈r1 − r2, n1〉 ≤ 0 ;
– Le segment [r1, r2] est contenu dans Σ si et seulement si N(r
−1(r1))∩N(r−1(r2)) 6= ∅
– Si N(r−1(r1)) ∩N(r−1(r2)) 6= ∅ alors pour tout r dans [r1, r2] on a :
N(r−1(r)) = N(r−1(r1)) ∩ (r1 − r2)⊥
= N(r−1(r2)) ∩ (r1 − r2)⊥
= N(r−1(r1)) ∩N(r−1(r2))
3.1.3 espaces-temps MGHC non e´le´mentaires
Soit Γ un re´seau cocompact de SO+(1, n) i.e un sous groupe discret tel que SO+(1, n)/Γ
soit compact. On suppose de plus qu’il est sans torsion. Le groupe Γ agit librement et
proprement discontinuement sur le coˆne solide C< tout en pre´servant le temps cosmologique
Tcos de C<. Les niveaux cosmologiques sont alors des hypersurfaces de Cauchy munis chacune
d’une action isome´trique cocompacte de Γ.
De´finition 3.1.28. Le quotient de C< par Γ est un espace-temps globalement hyperbolique
maximal spatialement compact appele´ espace-temps standart statique. Ses hypersurfaces cos-
mologiques sont des varie´te´s hyperboliques compactes.
Cependant comme nous le verrons dans la suite les espaces-temps globalement hyper-
boliques maximaux sont loin d’eˆtre tous de la forme 3.1.28. Soit Γ un sous groupe discret
cocompact sans torsion de SO+(1, n).
De´finition 3.1.29. Une de´formation affine de Γ est la donne´e d’un morphisme ρ : Γ →
SO+(1, n) n R1,n tel que pi ◦ ρ : Γ → SO+(1, n), ou` pi est le morphisme partie line´aire de
SO+(1, n)nR1,n dans SO+(1, n), n’est autre que l’inclusion.
Fixons 0 comme origine de l’espace de Minkowski.
De´finition 3.1.30. Un cocycle de Γ est la donne´e d’une application τ : Γ→ R1,n ve´rifiant :
τ(γ.γ′) = γτ(γ′) + τ(γ).
Remarque 3.1.31. Un exemple typique de cocycle est celui du cobord i.e un cocycle de la
forme τ(γ) = γ.v − v ou` v est un vecteur fixe´ de R1,n.
Soit τ : Γ→ R1,n un cocycle de Γ. Conside´rons l’application ρτ : Γ→ SO+(1, n)nR1,n
de´finie par : ρτ (γ) = γ + τ(γ) i.e pour tout x ∈ R1,n, ρτ (γ).x = γ.x + τ(γ). Un simple
calcul montre que cette application est un morphisme pre´servant la partie line´aire et donc
une de´formation affine de Γ.
Re´ciproquement, soit ρ : Γ→ SO+(1, n)nR1,n une de´formation affine de Γ. Il existe donc
une application τ : Γ → R1,n telle que : pour tout γ ∈ Γ et x ∈ R1,n, ρ(γ).x = γ.x + τ(γ).
Donc pour tout x ∈ R1,n et pour tout γ, γ′ ∈ Γ on a ρ(γγ′).x = γγ′.x + τ(γγ′) et donc
τ(γγ′) = ρ(γγ′).x−γγ′.x. Or ρ est un morphisme, donc τ(γγ′) = γγ′.x+γτ(γ′)+τ(γ)−γγ′.x.
Il s’en suit que τ(γγ′) = γτ(γ′)+τ(γ). Ce qui montre que se donner un cocycle est e´quivalent
a` se donner une de´formation de Γ.
Si deux de´formations affines ρ1 et ρ2 sont conjugue´es par une pure translation au but,
alors leurs cocycles respectifs diffe`rent par un cobord. Ceci permet d’identifier l’espace des
de´formations affines modulo conjugaison par une translation avec le groupe des cocycles
modulo cobord, c-a`-d le groupe de cohomologie H1(Γ,R1,n).
De´sormais nous notons par Γτ l’image dans SO
+(1, n) n R1,n par la de´formation affine
de Γ de´finie par le cocycle τ .
Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet Γτ -invariant et soit r la fonction re´traction
associe´e. Comme les e´le´ments de Γτ sont des isome´tries de R1,n, ils pre´servent le temps
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cosmologique Tcos et donc la fonction re´traction associe´ r i.e r(γτp) = γτr(p). Conside´rons
la fonction N : Ω+ → Hn de´finie par :
N(p) =
1
Tcos(p)
(p− r(p)).
C’est une fonction Γ-e´quivariante c’est-a`-dire N(γτp) = γN(p)
Proposition 3.1.32. ([25, Lemme 3.12, Corollaire 4.5]). Soit Ω+ un domaine re´gulier futur
complet Γτ -invariant. Alors la restriction de l’application normale N a` un niveau cosmolo-
gique S˜t est surjective.
De´monstration. L’ensemble des vecteurs v orthogonaux a` des hyperplans supports a` Ω+ est
un coˆne convexe contenu dans la fermeture du coˆne solide C¯ = {p tel que q(p, p) ≤ 0}. Sa
projection K dans l’espace projectif Pn est un convexe Γ-invariant de H¯n. Le sous groupe Γ
e´tant cocompact, l’ensemble K est H¯n tout entier. La surjectivite´ en de´coule imme´diatement.
Proposition 3.1.33. ([9, Propsition 4.16]). Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet muni
d’une action isome´trique de Γτ , ou` Γ est un re´seau cocompact sans torsion de SO
+(1, n)
et τ un cocycle de Γ. Alors l’action de Γτ est libre et proprement discontinue et l’espace
quotient Ω+/Γ est un espace-temps globalement hyperbolique spatialement compact.
De´monstration. Conside´rons l’espaceHn×R1,n muni de l’action de Γτ de´finie par : γτ .(n, p) =
(γ.n, γ.p + τ(γ)). Comme Γ agit librement et proprement discontinuement sur Hn, l’action
de Γτ sur Hn×R1,n est libre et proprement discontinue. Soit Φ : Ω+ → Hn×R1,n la fonction
de´finie par Φ(p) = (Np, p), ou` N est la fonction normale associe´e au domaine re´gulier Ω
+. La
fonction normale N e´tant continue et propre, on en de´duit que la fonction Φ est une fonction
continue, propre et injective. De plus cette fonction pre´serve l’action de Γτ . Ceci permet de
montrer que l’action de Γτ sur Ω
+ est libre et proprement discontinue. Cette action pre´serve
le temps cosmologique, qui est une fonction temps de Cauchy. Donc Ω+/Γτ est un espace-
temps globalement hyperbolique. Reste a` montrer qu’il est spatialement compact. Soit S˜1 le
niveau cosmologique 1. La fonction normale restreinte N : S˜t → Hn est une fonction propre
qui pre´serve l’action de Γ. Or Γ agit cocompactement sur Hn, ce qui montre que l’action de
Γτ sur S˜1 est cocompacte.
De´finition 3.1.34. Un espace-temps obtenu comme dans la Proposition 3.1.33 est appele´
espace-temps standart.
The´ore`me 3.1.35. ([25, The´ore`me 2.4]). On conside`re un re´seau cocompact Γ de SO+(1, n).
Alors pour tout cocycle [τ ] dans H1(Γ,R1,n), il existe un unique domaine re´gulier maximal
Γτ -invariant futur complet Ω
+
τ tel que Ω
+
τ /Γτ soit un espace-temps globalement hyperbolique
maximal spatialement compact futur complet i.e un espace-temps standart maximal. 
On note ge´ne´ralement Mτ (Γ) l’espace-temps globalement hyperbolique maximal spatia-
lement compact futur complet donne´ par le The´ore`me 3.1.35
Re´ciproquement le the´ore`me suivant montre que tout espace-temps plat non e´le´mentaire
est obtenu de cette fac¸on.
De´finition 3.1.36. Soit M un espace-temps et soit ρ : pi1(M) → SO+(1, n) n R1,n son
morphisme d’holonomie. On note par L : pi1(M)→ SO+(1, n) sa partie line´aire. On dit alors
que M est non e´le´mentaire si L(pi1(M)) est un sous groupe non e´le´menataire de SO
+(1, n).
The´ore`me 3.1.37. ([38], [9, The´ore`me 1.2]). Soit M un espace-temps MGHC plat non
e´le´mentaire futur complet. Alors M est le quotient d’un domaine re´gulier futur complet Ω+
par un sous groupe discret de SO+(1, n)nR1,n.
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3.2 Fonction temps quasi-concave
Soit M un espace-temps plat MGHC futur complet non e´le´mentaire de dimension n+1.
On sait graˆce au The´ore`me 3.1.37 que M s’identifie au quotient d’un domaine re´gulier futur
complet Ω+ par un sous groupe discret sans torsion Γ de SO+(1, n) n R1,n. Soit S une
hypersurface de Cauchy de M . Elle se rele`ve en une hypersurface de Cauchy comple`te S˜ de
R1,n. La seconde forme fondamentale Π de S˜ est de´finie comme suit : pour tous champs de
vecteurs X et Y de R1,n tangents a` S˜, ∇(X,Y ) = ∇¯(X,Y ) + Π(X,Y )n, ou` ∇ et ∇¯ sont
respectivement les connexions de la me´trique ambiante de Minkowski et de sa restriction a`
S˜ et n est la fonction normale de l’hyprsurface S˜.
De´finition 3.2.1. Soit S˜ une hypersurface de classe C2 de R1,n. On dit que S˜ est dite
convexe si et seulement si sa seconde forme fondamentale Π est positive.
Remarque 3.2.2. Il n’est pas difficile de voir qu’une hypersurface est convexe si et seule-
ment si elle est future convexe, en d’autres termes que J+(S˜) est un sous-ensemble convexe
de Minkowski. Ceci permet en particulier de de´finir la notion de convexite´ meˆme pour des
hypersurfaces qui ne sont pas C2.
Soit T une fonction temps de Cauchy de´finie sur M . Quitte a` reparame´trer nous sup-
posons toujours qu’elle prend ses valeurs dans tout ]0,+∞[. Cette fonction se rele`ve en
une fonction temps de Cauchy Γ-invariante T˜ : Ω+ →]0,+∞[. Ses niveaux sont alors des
hypersurfaces plonge´es de R1,n munie chacune d’une action isome´trique cocompact de Γ
De´finition 3.2.3. La fonction temps de Cauchy T˜ est dite quasi-concave si et seulement si
tous ses niveaux sont convexes.
Un cas particulier est celui ou` la fonction est concave i.e ve´rifie T˜ (tx + (1 − t)y) ≥
tT˜ (x) + (1− t)T˜ (y). En effet si T˜ (x) = T˜ (y) alors T˜ (tx+ (1− t)y) ≥ T˜ (x).
3.2.1 Fonction temps cosmologique
Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet. Soit Tcos la fonction temps cosmologique
associe´e.
Proposition 3.2.4. ([25, Proposition 4.3]). Le temps cosmologique Tcos de Ω
+ est une
fonction temps concave et donc quasi-concave au sens de la de´finition 3.2.3.
De´monstration. Soit x, y dans Ω+. Pour chaque t ∈ [0, 1], posons rt = tr(x) + (1 − t)r(y).
Comme Ω+ est convexe, on a que rt est dans Ω¯+. Donc,
Tcos(tx+ (1− t)y)2 = − |(tx+ (1− t)y)− r(tx+ (1− t)y)|2 ≥ − |tx+ (1− t)y − rt|2
donc
Tcos(tx+ (1− t)y)2 ≥ t2Tcos(x)2 + (1− t)2Tcos(y)2 − 2t(1− t) 〈x− r(x), y − r(y)〉
Or x − r(x) et y − r(y) sont des vecteurs temps futurs, et donc −〈x− r(x), y − r(y)〉 ≥√
Tcos(x)2Tcos(y)2. Par suite
Tcos(tx+ (1− t)y)2 ≥ (tTcos(x) + (1− t)Tcos(y))2
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3.2.2 Fonction temps CMC
Soit M un espace-temps plat MGHC non e´le´mentaire. Soit Ω+ le domaine re´gulier Γ-
invariant futur complet associe´. Soit S˜ une hypersurface comple`te de type espace Γ-invariante
de Ω+ et Π sa seconde forme fondamentale. Rappelons que la courbure moyenne HS˜ en un
point de S˜ est de´finie par : HS˜ =
tr(Π)
n i.e HS˜ =
λ1+λ2+...+λn
n , ou` les λi sont les valeurs
principales en un point de S˜.
De´finition 3.2.5. L’hypersurface S˜ est une hypersurface CMC si H est constante.
Une des particularite´s surprenante des hypersurfaces CMC dans l’espace de Minkowski
est le re´sultat suivant duˆ a` Treibergs [50]
Proposition 3.2.6. Une hypersurface CMC comple`te de R1,n est soit strictement convexe
i.e toutes ses valeurs principales sont ne´gatives, soit strictement concave i.e toutes ses valeurs
principales sont positives.
Il en de´coule imme´diatement le re´sultat suivant :
Corollaire 3.2.7. Les hypersurfaces CMC dans un espace-temps plat MGHC futur complet
non e´le´mentaire sont strictement convexes.
Remarque 3.2.8. Bien suˆr on a un re´sultat analogue lorsque nous conside´rons un espace-
temps passe´ complet. Dans ce cas les hypersurfaces CMC sont strictement concaves.
Ainsi le corollaire 3.2.7 permet de fournir un exemple s’il existe ! de fonction temps
quasi-concave.
De´finition 3.2.9. Une fonction temps T : Ω+ → R+ est une fonction temps CMC si et
seulement si chaque niveau T−1(t) de T est a` courbure moyenne constante H = − 1t .
Les hypersurfaces CMC ont e´te´ e´tudie´es dans plusieurs travaux (voir [32], [45], [6]). Un
principe ge´ne´ral est que l’existence d’une hypersurface a` courbure prescrite peut se faire par
la me´thode des barrie`res. Dans le cas CMC, le re´sultat suivant a e´te´ prouve´ par Gerhardt
[32].
De´finition 3.2.10. Soit a un e´le´ment de R. Une paire de a-barrie`res de M est la donne´e
d’une paire (Σ−,Σ+) d’hypersurfaces de Cauchy C2 telles que :
– Σ− est dans le passe´ de Σ+.
– La courbure moyenne de Σ− est majore´e par a.
– La courbure moyenne de Σ+ est minore´e par a.
The´ore`me 3.2.11. [32]. Soit (Σ−,Σ+) une paire de a-barrie`res dans Ω+, ou` a est un re´el
positif. Alors il existe une hypersurface de Cauchy lisse Σ a` courbure moyenne constante a.
De plus Σ est dans le futur de Σ− et le passe´ de Σ+.
En utilisant le The´ore`me 3.2.11 Andersson, Moncrief et Tromba montrent l’existence
du feuilletage CMC dans le cadre des espaces-temps de dimension 2 + 1 qui admettent
une hypersurface de Cauchy CMC [8]. Dans [2] Andersson montre l’existence du feuilletage
CMC en toute dimension mais dans le cas tre`s particulier d’un espace-temps plat MGHC
de type hyperbolique i.e admettant une hypersurface de Cauchy hyperbolique. Enfin le cas
ge´ne´ral d’un espace-temps MGHC plat est traite´ dans [15],[4] (voir le The´ore`me 3.2.15 ci
dessous). Cette preuve est plus ge´ne´rale et plus ge´ome´trique que celle donne´e dans [2]. Elle
a la particularite´ de se ge´ne´raliser aux espaces-temps a` courbure constante (voir [4], [16]).
Elle repose entre autre sur la ge´ne´ralisation de la notion de barrie`res aux hypersurfaces de
type espaces qui sont seulement C0.
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De´finition 3.2.12. Soit a un nombre re´el. Une hypersurface C0 de type espace S est dite
a` courbure moyenne majore´e (minore´e) par a en un point p de S s’il existe un ouvert U
ge´ode´siquement convexe de p et une hypersurface lisse S−p (S
+
p ) dans U contenant p tels
que :
1) S−p (S
+
p ) est dans le passe´ (futur) de S ∩ U dans U ; 2) L’hypersurface S−p (S−p ) est a`
courbure moyenne majore´e (minore´e) par a
Ainsi le re´sultat suivant obtenu dans un premier temps pour les hypersurfaces de Cauchy
lisses [32] se ge´ne´ralise facilement au cas C0 :
The´ore`me 3.2.13. ([4, The´ore`me 5.9]). Soit (Σ−,Σ+) une paire de a-barrie`res C0 dans
Ω+, ou` a est un re´el positif. Alors il existe une hypersurface de Cauchy lisse Σ a` courbure
moyenne constante a. De plus Σ est dans le futur de Σ− et le passe´ de Σ+.
Un autre ingre´dient utilise´ dans la preuve du The´ore`me 3.2.15 est le re´sultat d’estimation
suivant :
The´ore`me 3.2.14. ([4, The´ore`me 4.4]). Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet de
l’espace de Minkowski R1,n. Pour tout a dans ]0,+∞[ l’hypersurface CMC Σa est a` courbure
moyenne majore´e par − 1na et minore´e par − 1a .
The´ore`me 3.2.15. ([4, The´ore`me 1.2]). Soit M un espace-temps MGHC plat futur complet
admettant une hypersurface de Cauchy hyperbolique. Alors :
– Il existe une unique fonction temps CMC globalement de´finie Tcmc : M →]−∞, 0[ ;
– La fonction temps Tcmc est comparable a` la fonction temps cosmologique Tcos. Plus
pre´sise´ment :
−1
Tcos
≤ Tcmc ≤ −1
nTcos
.
3.2.3 Une proprie´te´ d’expansion des temps quasi-concaves
Soit T : M → R+ une fonction temps de Cauchy de classe C2. On note ξT = −∇T son
gradient Lorentzien et on conside`re le flot ΦtT engendre´ par ξT . On note par Σ˜
T
1 le niveau
T−1(1) de T .
Proposition 3.2.16. Soit α : [a, b]→ Ω une courbe de type espace contenue dans le passe´ de
Σ˜1. Alors la longueur de la courbe α est infe´rieure a` celle de α1 ou` α1(s) = Φ
1−T (α(s))(α(s))
est la projete´e de α sur le niveau Σ˜1 le long des orbites de ΦT .
De´monstration. Soit X un champ de vecteurs tangent a` Σ˜1. On le prolonge en un champ de
vecteurs X̂ sur Ω via le flot ΦtT : pour tout q dans Ω, on pose X̂q = DpΦ
t(Xp) ou (p, t) est
l’unique e´le´ment de Σ˜1 × R tel que q = Φt(p). Remarquons que [ξ, X̂] = 0.
Pour tout t0 ≥ 0, on note par X̂t0 la restriction du champ de vecteurs X̂ au niveau Σ˜t0+1.
Soit maintenant la fonction f : Σ˜1 × R → R de´finie par f(p, t) = |DpΦt(X)|2. Pour tout p
fixe´ dans Σ˜1, f(p, .) est une fonction croissante en t. En effet,
1
2
d
dt
∣∣DΦt(X)∣∣2
t=t0
=
1
2
ξ.
∣∣∣X̂∣∣∣2 = 〈X̂t0 ,∇ξX̂t0〉 .
Or [ξT , X̂] = 0 donc,
1
2
d
dt
∣∣DΦt(X)∣∣2
t=t0
=
〈
X̂t0 ,∇X̂t0 ξ
〉
=
〈
X̂t0 ,∇X̂t0 (λn)
〉
.
ou` λ est fonction de Ω dans R de´finie par λ = 1√−|∇T |2 . On en de´duit :
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12
d
dt
∣∣DΦt(X)∣∣2
t=t0
=
〈
X̂t0 , λ∇X̂t0n+ X̂t0(λ)n
〉
= λ
〈
X̂t0 ,∇X̂t0n
〉
= λΠ(X̂t0 , X̂t0) ≥ 0.
Ceci implique que si α1 est une courbe contenue dans Σ˜1 alors Φ
t(α1) (t < 0) est de
longueur plus petite que celle de α1. Soit maintenant α une courbe dans le passe´ de Σ˜1. Soit
α1(s) = Φ
1−T (s)(α(s)). On sait que α˙(s) = −T ′(s)ξα(s) +Dα1(s)Φ1−T (s).α˙1(s). Par suite
|α˙(s)|2 =
∣∣∣−T ′(s)ξα(s) +Dα1(s)Φ1−T (s).α˙1(s)∣∣∣2 .
Mais comme α˙1(s) est orthogonale a` ξα1(s) on obtient :
|α˙(s)|2 = ∣∣T ′(s)ξα(s)∣∣2 + ∣∣∣Dα1(s)Φ1−T (s).α˙1(s)∣∣∣2 .
Donc,
|α˙(s)|2 ≤
∣∣∣Dα1(s)Φ1−T (s).α˙1(s)∣∣∣2 .
Or
∣∣Dα1(s)Φ1−T (s).α˙1(s)∣∣2 ≤ |α˙1(s)|2 donc,
|α˙(s)|2 ≤ |α˙1(s)|2 ,
ce qui donne le re´sultat voulu.
Remarque 3.2.17. Bien que la proposition 3.2.16 exige que le temps de Cauchy soit C2, on
pourrait la ge´ne´raliser pour des fonctions temps qui sont plus au moins sympathiques (C1,1
par exemple).
3.3 Convergence spectrale des niveaux d’un temps quasi-
concave
Dans cette section nous allons montrer la premie`re partie du The´ore`me A dans le cas
plat. Plus pre´cise´ment nous montrons le the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.3.1. Soit T une fonction temps quasi-concave. Alors les niveaux de T convergent
spectralement vers un espace me´trique. De plus cette limite est inde´pendante de la fonction
temps choisie.
Nous reprenons les notations de la section pre´ce´dente : ξT est le gradient de T , et Φ
t
T le
flot engendre´ par ξT .
Pour chaque t > 0, notons Σt le niveau T
−1(t) et dTt la distance riemmannienne de´finie
par gTt la restriction de la me´trique lorentzienne g aux niveaux Σt de T . Notons par XT
l’espace des lignes du gradient de la fonction temps T . Rappelons que chaque ligne du
gradient de T est une courbe temporelle inextensible et donc intersecte chaque niveau de
T en un unique point. Ceci permet d’identifier chaque niveau de T avec XT . On peut
donc transporter la me´trique dTt de´finie sur le niveau Σt en une me´trique sur XT que nous
de´signons aussi par dTt . De plus, comme le transport d’un niveau a` l’autre le long du flot
ΦtT est un home´omorphisme, ces distances induisent la meˆme topologie sur XT .
Proposition 3.3.2. Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave. Les distances dTt
de´finies sur XT convergent pour la topologie uniforme sur les compacts vers une pseudo-
distance dT0
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De´monstration. Soient x, y fixe´s dans XT . Par la Proposition 3.2.16 la suite (d
T
t (x, y))t>0
est de´croissante donc admet une limite dT0 (x, y). Autrement dit la suite des distances d
T
t :
XT ×XT → R+ convergent simplement vers une pseudo-distance dT0 .
On suppose que t < 1. Par l’ine´galite´ triangulaire on a que pour tout x, y, x′ et z′,∣∣dTt (x, y)− dTt (x′, y′)∣∣ ≤ dTt (x, x′) + dTt (y, y′).
Par la Proposition 3.2.16 on obtient que,∣∣dTt (x, y)− dTt (x′, y′)∣∣ ≤ dT1 (x, x′) + dT1 (y, y′).
La famille (dTt )t<1 est donc une famille e´quicontinue d’applications de´finies sur XT ×XT .
Par la meˆme Proposition 3.2.16, pour tout compact K de XT et tout t < 1,
dTt |K×K ≤ dT1 |K×K ≤ CK .
Ce qui montre que (dTt )t<1 est une famille borne´e sur les compacts. Notre proposition de´coule
du The´ore`me d’Ascoli-Arze´la.
Rappelons que le spectre d’un espace me´trique muni d’une action isome´trique d’un groupe
Γ est l’application qui a` chaque γ associe infx∈X d(x, γ.x). Une conse´quence de la Proposition
3.2.16 est le corollaire suivant :
Corollaire 3.3.3. Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave Γ-invariante. Alors
les Γ-espaces (XT , d
T
t , ρ) convergent spectralement vers l’espace (XT , d
T
0 , ρ)
De´monstration. Soit γ ∈ Γ et x ∈ XT . On sait que lt(γ) ≤ dTt (x, γ.x), donc
lim sup
t→0
lt(γ) ≤ dT0 (x, γx).
Comme x est arbitraire, on en de´duit que lim supt→0 lt(γ) ≤ l0(γ)
D’autre part, on sait que
dT0 (x, γ.x) ≤ dTt (x, γx),
donc,
`0(γ) ≤ lim inf
t→0
`t(γ),
ce qui prouve que limt→0 lt(γ) = l0(γ)
Soient T1 et T2 deux fonctions temps de Cauchy quasi-concaves de´finies sur Ω
+. Soient
XT1 (respectivement XT2) les espaces de lignes du gradient de T1 (respectivement T2). Les
lignes du gradient de la fonction T1 (respectivement T2) e´tant des courbes temporelles in-
extensibles, elles intersectent chaque niveau de la fonction T2 (respectivement T1), qui est
une hypersurface de Cauchy, en un unique point. Il s’en suit que chaque niveau de T1 (resp
T2) s’identifie a` l’espace XT2 (resp XT1). On note par d
T1
t la distance de´finie sur le niveau
Σ˜T1t = T
−1
1 (t) par la me´trique riemmannienne sur Σ˜
T1
t induite par la restriction de la me´-
trique Lorentzienne ambiante. Chaque dT1t se transporte donc en une distance sur l’espace
XT2 qu’on note δ
T1
t . Comme les hypersurfaces de Cauchy sont home´omorphes les unes aux
autres, ces distances de´finissent la meˆme topologie sur XT2 . On de´finit de la meˆme fac¸on les
distances δT2t sur l’espace des lignes du gradient de T1.
Proposition 3.3.4. Soient T1 et T2 deux fonctions temps de Cauchy convexes Γ-invariantes.
Alors, quitte a` extraire une sous suite, la suite (δT1tn )n≥0 (resp (δ
T2
tn )n≥0 ) converge unifor-
me´ment sur les compacts vers une pseudo-distance δT10 (resp δ
T2
0 ) quand n tend vers ∞. De
plus,
δT10 ≤ dT20 ;
δT20 ≤ dT10 .
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De´monstration. Soit 0 < a < 1. Soit K un compact de XT2 . On sait que K s’identifie avec
un compact de Σ˜T1a qu’on note par abus de language K. Comme T2 est Γ-invariante et que
Ω est spatialement compact, il existe a′ > 0 tel que : T2(K) < a′. Il s’en suit donc par la
Proposition 3.2.16 que pour tout x, y dans K on a :
δT1a (x, y) ≤ dT2a′ (x, y).
Donc la famille (δT1t )t<1 est localement borne´e.
D’autres part, par l’ine´galite´ triangulaire on sait que pour tout x, y, x′, et y′ dans XT2 :∣∣δT1a (x, y)− δT1a (x′, y′)∣∣ ≤ δT1a (x, x′) + δT1a (y, y′),
donc ∣∣∣δT1t (x, y)− δT1t (x′, y′)∣∣∣ ≤ dT2a′ (x, x′) + dT2a′ (y, y′).
Ce qui montre que la famille (δT1t )t<1 est e´quicontinue. On peut donc appliquer le The´ore`me
d’Ascoli-Arze´la pour de´duire que la famille (δT1t )t<1 admet une valeur d’adhe´rence δ
T1
0 pour
la topologie uniforme sur les compacts.
Soit maintenant t0 > 0. Comme Ω est spatialement compact, il existe un at0 > 0 tel que :
– 1) at0 tend vers 0 quand t0 tend vers 0 ;
– 2) pour tout t ≤ t0, l’hypersurface de Cauchy Σ˜T1t est dans le passe´ de l’hypersurface
Σ˜T2at0 .
Par 2) on a : pour tout t ≤ t0, δT1t ≤ dT2at0 . Par 1) on en de´duit que δ
T1
0 ≤ dT20 . La de´mons-
tration pour les δT2t est similaire.
Notons par l0,T1 , l0,T2 , l
′
0,T1
et l′0,T2 les spectres respectifs des espaces me´triques (XT1 , d
T1
0 ),
(XT2 , d
T2
0 ), (XT2 , δ
T1
0 ) et (XT1 , δ
T2
0 ) munis de l’action isome´trique de Γ. Sous ces hypothe`ses
on a le corollaire suivant :
Corollaire 3.3.5. Les spectres l0,T1 , l0,T2 , l
′
0,T1
et l′0,T2 sont deux a` deux e´gaux.
De´monstration. Soit γ un e´le´ment de Γ. D’apre`s la Proposition 3.3.4, on δT10 ≤ dT20 . Donc,
pour tout e´le´ment x de XT2 , on a l
′
0,T1
(γ) ≤ δT10 (x, γ.x) ≤ dT20 (x, γ.x). Comme x est arbi-
traire, on obtient
l′0,T1(γ) ≤ l0,T2(γ).
D’autre part, pour tout x dans XT2 , et tout a > 0, la distance δ
T1
a (x, γ.x) est la distance
dT1a (xa, γ.xa) entre xa et γ.xa dans le niveau Σ
T1
a , ou` xa est l’intersection entre Σ
T1
a et la
ligne de gradient de T2 x. Ceci implique que δ
T1
a (x, γ.x) ≥ la,T1(γ) ≥ l0,T1(γ). Comme a est
arbitraire, on a donc δT10 (x, γ.x) ≥ l0,T1(γ). On en de´duit :
l0,T1(γ) ≤ l′0,T1(γ) ≤ l0,T2(γ).
De manie`re analogue, en e´changeant les roˆles de T2 et T1, on montre :
l0,T2(γ) ≤ l′0,T2(γ) ≤ l0,T1(γ).
Ce qui donne l’e´galite´ l0,T1(γ) = l0,T2(γ) = l
′
0,T1
(γ) = l′0,T2(γ).
Preuve du The´ore`me 3.3.1 Le corollaire pre´ce´dent avec la Proposition 3.3.5 montre que
si T1 et T2 sont deux fonctions temps convexes de´finies sur Ω, leurs niveaux respectifs
convergent alors spectralement vers le meˆme espace me´trique. 
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Chapitre 4
Comportement asymptotique
des hypersurfaces de Cauchy
dans un espace-temps plat de
dimension 2+1
Dans ce chapitre nous nous inte´ressons aux espaces-temps plats de dimension 2 + 1.
Nous e´tudions le comportement asymptotique des niveaux d’une fonction temps de Cauchy
quelconque au voisinage de la singularite´ initiale. Ce travail a e´te´ fait dans le cadre du
temps cosmologique dans les travaux [19], [25] de Benedetti, Bonsante et Guadinini. Bien
que d’un point de vue de re´gularite´, le temps cosmologique soit peu re´gulier (C1,1), son
utilisation sera ici cruciale dans notre e´tude ; ceci est duˆ particulie`rement a` la nature de
la singularite´ initiale associe´e au temps cosmologique ainsi qu’a` la simplicite´ de ses lignes
du gradient, qui sont des droites. Un des avantages que pre´sente le cadre de la dimension
2 + 1 est sa rigidite´ : la singularite´ initiale s’ave`re eˆtre un objet de dimension 1 ! Un autre
avantage est le re´sultat de Mess [38] qui met en avant la relation entre les laminations
ge´ode´siques mesure´es et les espaces-temps de dimension 2 + 1 : les laminations ge´ode´siques
mesure´es encodent les espaces-temps de dimension 2 + 1. Nous commenc¸ons par e´tudier
les laminations ge´ode´siques mesure´es. Ensuite nous pre´sentons la classification des espaces-
temps MGHC plats de dimension 2 + 1 via les laminations. Dans une troisie`me partie nous
parlons du comportement au voisinage de 0 des niveaux cosmologiques ce qui nous permet
ensuite de finir la preuve du The´ore`me A dans le cas plat. Enfin, nous finissons par montrer
le The´ore`me B, dont l’objet est l’e´tude de la convergence Gromov e´quivariante des niveaux
d’une fonction temps quasi-concave en dimension 2 + 1 , dans le cas plat.
4.1 Laminations ge´ode´siques mesure´es
Soit S une surface hyperbolique comple`te sans bord.
De´finition 4.1.1. On appelle lamination ge´ode´sique une collection de ge´ode´siques simples
disjointes, appele´es feuilles de la lamination ge´ode´sique, dont l’union est un ferme´ de S. On
la note ge´ne´ralement par λ.
De´finition 4.1.2. Le ferme´ L de S forme´ par la re´union des feuilles de la lamination λ est
appele´ support de la lamination ge´ode´sique λ.
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Chaque feuille de la lamination ge´ode´sique λ est donc, ou bien une ge´ode´sique de´finie
sur tout R, ou bien une ge´ode´sique ferme´e.
Exemple 4.1.3. L’exemple le plus simple est celui ou` la lamination λ est une union finie
de ge´ode´siques disjointes.
Remarque 4.1.4. L’ensemble des feuilles de λ avec celui des composantes connexes de S\λ
forme une stratification de S. Une strate est alors une composante connexe de S \ λ.
De´finition 4.1.5. Une sous-lamination est un ferme´ de λ qui est re´union disjointe de
ge´ode´siques simples.
De´finition 4.1.6. Un arc diffe´rentiable k est dit transverse a` une lamination ge´ode´sique λ si
et seulement si pour tout x ∈ k∩L, la feuille l de λ passant par x intersecte transversalement
k.
De´finition 4.1.7. Une mesure transverse µ a` une lamination ge´ode´sique λ est une mesure
qui associe a` chaque arc transverse k une mesure bore´lienne µk ve´rifiant :
– 1) si k′ est un sous arc de k alors µk′ = µk(k′) ;
– 2) le support de µk est exactement k ∩ L ;
– 3) si k et k′ sont deux arcs transverses homotopes via une famille d’arcs transverses
alors l’homotopie envoie µk sur µk′ .
De´finition 4.1.8. Une lamination ge´ode´sique λ munie d’une mesure transverse µ est appele´e
lamination ge´ode´sique mesure´e et est note´e (λ, µ).
Remarque 4.1.9. A noter que pour les laminations ge´ode´siques mesure´es, on a une autre
notion de support ; elle est de´finie comme suite : c’est la re´union des supports de toutes les
mesures bore´liennes µk associe´es aux arcs transverses k a` λ. Cependant, la condition 2) de
la de´finition 4.1.7 assure que le support de la lamination ge´ode´sique mesure´e coincide avec
celui de la lamination ge´ode´sique.
Si k est un arc transverse a` λ, alors il existe une subdivision finie de k en sous arcs ki
pour tout i = 1, ..., n telle que : ki intersecte chaque feuille de λ en au plus un point. Chaque
sous arc ki est homotope a` la ge´ode´sique reliant xi et xi+1, ou` xi et xi+1 sont les deux
extre´mite´s de ki, via une famille d’arcs transverses. Ceci qui implique que l’arc transverse
k est homotope a` un arc transverse qui est une ge´ode´sique par morceaux. On conclut donc
que la mesure transverse µ est entie`rement de´termine´e par les mesures sur les ge´ode´siques
transverses.
Le sous-ensemble λS de λ de´fini par la collection des feuilles isole´es de λ est la partie
simpliciale de la lamination ge´ode´sique λ. Elle n’est pas ferme´e en ge´ne´ral et donc ne consti-
tue pas une sous lamination. Notons aussi qu’elle ne de´pend pas de la mesure transverse λ.
On note par LS la re´union des feuilles isole´es de λ.
Exemple 4.1.10. Soit λ une lamination ge´ode´sique constitue´e d’un nombre fini de ge´ode´-
siques simples disjointes de H2. Dans ce cas la lamination coincide avec sa partie simpliciale.
Pour chaque feuille li de λ, soit ti un nombre re´el positif. Pour tout arc transverse k, posons
µk =
∑
i ti |k ∩ li|. Alors µ est une mesure transverse sur λ.
L’ensemble λW est constitue´ des feuilles charge´es de (λ, µ) i.e les feuilles l de λ pour
lesquelles il existe un arc transverse k ve´rifiant : k ∩ l est un atome de µ. On l’appelle la
partie charge´e de la lamination ge´ode´sique mesure´e (λ, µ) et on la note´ λW . Cette partie
de´pend bien e´videmment de la mesure transverse µ. On note ge´ne´ralement par LW la re´union
des feuilles charge´es de λ. Notons que par le 2) de la de´finition 4.1.7 on a λS ⊂ λW mais en
ge´ne´ral cette inclusion est stricte comme le montre l’exemple suivant :
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Exemple 4.1.11. Conside´rons H2 avec un point x∞ fixe´ dans ∂H
2
. Soit λ la lamination
constitue´e de toutes les ge´ode´siques comple`tes avec point limite x∞. Remarquons que le
support de λ est H2 tout entier.
Soit xn une suite de points de ∂H
2
dense dans ∂H2. Pour chaque n dans N soit αn la
droite ge´ode´sique de H2 reliant les deux points a` l’infini x∞ et xn. Conside´rons la mesure
transverse µ sur λ de´finie par : µk =
∑
n 2
−n |k ∩ αn|. Il est clair que dans ce cas λS = ∅
et LW est dense dans H2.
On se place de´sormais dans le cadre ou S est une surface hyperbolique compacte sans
bord. En d’autres termes S = H2/Γ ou` Γ est un re´seau uniforme de SO(1, 2). Toute la-
mination ge´ode´sique mesure´e (λ, µ) de S se rele`ve en une lamination ge´ode´sique mesure´e
Γ-invariante (λ˜, µ˜) de S˜ = H2.
Soit (λ˜, µ˜) une lamination ge´ode´sique mesure´e Γ-invariante de H2. Par chaque point du
support L˜ de la lamination λ˜ passe une unique ge´ode´sique simple contenue dans λ˜ (Voir
[23, pag 10]). Ce qui montre que la de´composition de L˜ en re´union disjointe de ge´ode´siques
comple`tes est unique. La lamination est dans ce cas uniquement de´termine´e par son support.
Remarque 4.1.12. Dans ce cas particulier la partie charge´e coincide avec la partie simpli-
ciale. En particulier la partie charge´e ne de´pend pas de la mesure transverse.
4.2 Arbre re´el dual a` une lamination
Conside´rons une lamination ge´ode´sique mesure´e (λ, µ) sans atomes sur une surface hy-
perbolique compacte S sans bord. Relevons cette lamination a` S˜ et conside´rons la pseudo-
distance de´finie par d(λ˜,µ˜)(x, y) e´tant la borne infe´rieur des µ˜(α), ou` α parcourt l’ensemble
des courbes transverses par morceaux reliant x a` y. Notons par T (λ˜, µ˜) l’espace me´trique
quotient de S˜ par la relation d’e´quivalence xRy si et seulement si d(λ˜,µ˜)(x, y) = 0, muni de
la distance d¯(λ˜,µ˜) induite par d(λ˜,µ˜).
Proposition 4.2.1. ([37]). (T (λ, µ), d¯(λ,µ)) est un arbre re´el minimal a` petit stabilisateurs.
De´finition 4.2.2. L’arbre re´el ainsi de´fini est appele´ arbre re´el dual a` la lamination (λ, µ)
Exemple 4.2.3. Soit C< =
{
x = (x0, x1, x2) ∈ R1,2 tel que q1,2(x, x) < 0 et x0 > 0
}
le
coˆne solide futur de dimension 2+1. Soit H2 le mode`le lorentzien de l’espace hyperbolique et
P un plan de type temps de R1,2. En d’autres termes P est isome´trique a` R1,1. L’intersection
de P avec C est un coˆne solide de dimension 1+1. On appelle coˆne fracture´ l’espace obtenu en
inse´rant dans le coˆne solide C la bande de Misner (P∩C)×[0, a], ou` a est un re´el strictement
positif. L’espace ainsi obtenu est un domaine re´gulier futur complet. Sa singularite´ initiale
est un segment de longueur a. Pour tout point p a` l’inte´rieur du segment, N(r−1(p)) n’est
autre que la droite ge´ode´sique α de´finie par l’intersection du plan P et de H2. On conside`re
la lamination ge´ode´sique mesure´e (α, a) ; l’arbre re´el dual associe´ est un arbre re´el simplicial
isome´trique a` la singularite´ initiale.
4.3 Classification des espaces-tempsMGHC non e´le´men-
taires via les laminations ge´ode´siques mesure´es
Dans cette partie nous construisons une correspondance entre les arbres re´els minimaux
a` petits stabilisateurs et les espaces-temps plats MGHC non e´le´mentaires de dimension 2+1
futurs complets. Ce travail a e´te´ fait par G. Mess [38]. Graˆce au The´ore`me 3.1.37, il suffit
de construire cette correspondance entre les domaines re´guliers futurs complets qui sont
pre´serve´s par une action d’un re´seau uniforme Γ de SO(1, 2) et les laminations ge´ode´siques
mesure´es Γ-invariantes.
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4.3.1 Domaines re´guliers associe´s a` une lamination ge´ode´sique me-
sure´e
Dans cette section nous allons associer a` chaque lamination ge´ode´sique mesure´e sur
une surface compacte un domaine re´gulier futur complet. Soit S une surface hyperbolique
compacte sans bord. Soit (λ, µ) une lamination ge´ode´sique mesure´e sur S. Notons par (λ˜, µ˜)
son releve´ a` S˜ ' H2.
On fixe 0 comme origine de l’espace de Minkowski R1,n et on voit H2 comme e´tant plonge´
dans R1,n i.e sous son mode`le lorentzien. Soit n0 un point fixe´ de H2. On suppose que n0 n’est
pas dans L˜W . Soit k un arc transverse a` (λ˜, µ˜) reliant n0 et un point n dans H2 \ L˜W . Soit
x dans k ∩ L˜ et soit l la feuille de λ˜ contenant x. On sait que l est l’intersection d’un 2-plan
P de type temps et de H2. Notons par v(x) le vecteur unitaire de type espace orthogonal a`
P qui pointe dans la direction de n. Soit ψ : H2 \ L˜W → R1,2 la fonction de´finie par :
ψn0(n) =
∫
k
v(x)dµ(x).
Elle ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
– 1) Elle ne de´pend pas du choix de l’arc transverse. En effet, si k′ est un arc transverse
a` homotope a` k alors pour x′ dans k′ ∩ l on a v(x) = v(x′) ;
– 3) Elle est constante sur les strates de λ˜.
Conside´rons le domaine de´fini par :
Ωn0 =
⋂
n∈H2\L˜W
I+(ψn0(n) + n
⊥).
Proposition 4.3.1. ([18, § 5.3.1]). Le domaine Ωn0 est un domaine re´gulier futur complet.
De plus ψ0(n) est dans ∂Ωn0 pour tout n dans H2 \ L˜W .
De´monstration. Soit F une strate de λ˜ et v un point de ∂F = F ∩ ∂H2 et une suite ni
d’e´le´ments de F qui convergent vers v. La fonction ψn0 e´tant constante sur les strates de
λ˜, les hyperplans de type espace ψn0(F) + n⊥i convergent vers l’hyperplan de type lumie`re
ψn0(F) + v⊥. De plus ψn0(F) + v⊥ est un hyperplan support de Ωn0 . On a ainsi l’inclusion
Ωn0 ⊂ I+(ψn0(F) + v⊥). Il s’en suit que Ωn0 ⊂
⋂
v∈∂F I
+(ψn0(F) + v⊥) et donc
Ωn0 ⊂
⋂
F
⋂
v∈∂F
I+(ψn0(F) + v⊥).
D’autre part toute strate F est l’enveloppe convexe de ses points a` l’infini donc pour chaque
strate F et tout n dans F on a⋂
v∈∂F
I+(ψn0(F) + v⊥) ⊂ I+(ψn0(n) + n⊥).
Par suite Ωn0 coincide avec l’intersection des futurs de ses hyperplans support de type
lumie`res. Pour montrer que Ωn0 est un domaine re´gulier il reste a` montrer qu’il est non vide.
Soit n dans H2 \ L˜W , pour tout n′ dans H2 \ L˜W on a :
〈ψn0(n′)− ψn0(n), n′〉 ≥ 0.
En effet pour tout x dans [n, n′] on a 〈v(x), n′〉 ≥ 0. On en de´duit que pour tout t > 0,
ψn0(n) + tn est dans Ωn0 .
Pour tout n0 fixe´ dans H2 \ L˜W l’application τ : Γ → R1,2 de´fini par τ(γ) = ψn0(γ.n0)
est un cocycle. En effet, on a que ψn0(γ.n0) =
∫
k
v(x)dµ(x) ou` k est la ge´ode´sique reliant n0
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et γ.n0. Donc ψγ′.n0(γ
′γ.n0) = γ′ψn0(γ.n0). La re´union des ge´ode´sique k et γ
′(k) est un arc
transverse reliant n0 et γ
′γ.n0 donc ψn0(γ
′γ.n0) = ψn0(γ
′.n0) +ψγ′.n0(γ
′γ.n0) et on obtient
comme voulu que τ est un cocycle.
La fonction ψn0 est donc Γ-e´quivariante i.e ψn0(γ.n) = γ.ψn0(n)+ τ(γ). On obtient donc
la proposition suivante :
Proposition 4.3.2. ([18, § 5.3.1]) Le domaine Ωn0 est Γτ -invariant. L’action de Γτ sur
Ωn0 est donc libre et proprement discontinue.
De´monstration. Soit γ dans Γ. On a γτI
+(ψn0(n) + n
⊥) = I+(ψn0(γ.n) + (γ.n)
⊥) donc le
domaine Ωn0 est Γτ invariant. Par la Proposition 3.1.33 l’action est libre et propre.
De´finition 4.3.3. Le domaine Ωn0 est le domaine re´gulier associe´ a` la lamination ge´ode´-
sique mesure´e (λ, µ). On le note par M(λ, µ).
4.3.2 Lamination ge´ode´sique mesure´e associe´e a` un domaine re´gu-
lier
Dans cette partie nous allons associer a` tout espace-temps M non e´le´mentaire MGHC
futur complet de dimension 2 + 1 une lamination ge´ode´sique mesure´e. Cette correspondance
est re´ciproque a` celle donne´e dans la section 4.3.1. Ce travail est duˆ a` Mess [38], il a e´te´ ge´ne´-
ralise´ par la suite par Bonsante et Benedetti [18] dans le cadre des espaces-temps globalement
hyperboliques Cauchy complets.
Proposition 4.3.4. ([38, Proposition 13]). Tout espace-temps M non e´le´mentaire MGHC
futur complet de dimension 2 + 1 avec une surface de Cauchy S hyperbolique de´termine une
lamination ge´ode´sique mesure´e (λ, µ) sur S telle que M = M(λ, µ).
Caracte`re expansif du temps cosmologique
Soit M un espace-temps MGHC non e´le´mentaire futur complet de dimension n+ 1. On
sait que M s’identifie au quotient d’un domaine re´gulier Ω+ de R1,n par une de´formation Γτ
d’un re´seau cocompact Γ de SO(1, n). Rappelons qu’au domaine re´gulier Ω+ est associe´ :
– Un temps cosmologique Tcos re´gulier qui est une fonction temps de Cauchy Γτ inva-
riante i.e Tcos(γ.p+ τ(γ)) = Tcos(p) ;
– Une application re´traction r : Ω+ → ∂Ω+ continue qui est Γτ invariante
– Une singularite´ initiale Σ ⊂ ∂Ω+ donne´e par r(Ω+) et caracte´rise´e par : Σ est le lieu
des points de ∂Ω+ par lesquels passe un hyperplan support de type espace ou d’une
manie`re e´quivalente deux hyperplans supports de type lumie`re.
– Une application normale N : Ω+ → Hn qui est Γ-e´quivariante i.e N(γ.p + τ(γ)) =
γ.N(p).
Proposition 4.3.5. [4, Corollaire 4.7]. Le temps cosmologique Tcos de Ω
+ est une fonction
C1,1. En particulier N est localement lipschitz.
Remarque 4.3.6. La proposition pre´ce´dente montre que la restriction de r a` un niveau
cosmologique T−1cos(t) induit une application localement lipschitz. En effet tout e´le´ment p de
Ω+ s’e´crit sous la forme r(p) + Tcos(p)Np.
Lemme 4.3.7. [25, Corollaire 4.6] Pour tout p et q dans Ω+ et pour tout a et b re´els positifs
on a 0 ≤ 〈r(p)− r(q), aNp − bNq〉.
De´monstration. Soit p et q deux points de Ω+. L’hyperplan Pp = r(p)+N
⊥
p est un hyperplan
support pour Ω+. En d’autres termes, tout point de ∂Ω+ est dans le futur causal de Pp. En
particulier r(q) est dans le futur causal de Pp ; ce qui se traduit par :
0 ≤ 〈r(p)− r(q), Np〉 ,
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et donc
0 ≤ 〈r(p)− r(q), aNp〉
pour tout a > 0. En e´changeant les roˆles de p et q on obtient :
0 ≤ 〈r(q)− r(p), bNq〉 .
Il suffit alors de sommer pour obtenir
0 ≤ 〈r(p)− r(q), aNp − bNq〉
pour tout a > 0 et b > 0.
Bien que le temps cosmologique ne soit pas assez lisse, la Proposition 3.2.16 reste vraie
dans ce cadre. Le re´sultat suivant est montre´ dans [10] :
Proposition 4.3.8. ([10, Proposition 8.1]). Soit α une courbe lipschitz incluse dans le passe´
d’un niveau cosmologique ΣTcosa de Tcos dans Ω
+. Alors la projection de α le long des lignes
du gradient cosmologique N est de longueur plus grande que celle de α.
La preuve de la Proposition 4.3.8 utilise principalement un re´sultat duˆ a` Bonsante qui
assure que le passage d’un niveau cosmologique a` un autre augmente les longueurs :
Proposition 4.3.9. ([25, Lemme 7.4]). Soit ΣTcosa et Σ
Tcos
b deux niveaux du temps cos-
mologique Tcos de Ω
+ avec a < b. Soit α une courbe lipschitz contenue dans ΣTcosa , alors
la projection de α sur ΣTcosb le long des lignes du gradient cosmologique N augmente les
longueurs.
Preuve de la Proposition 4.3.4
On se place dans le cadre de la dimension 2 + 1. Pour chaque point r0 de Σ, soit F(r0)
le sous-ensemble de H2 de´fini par F(r0) = N(r−1(r0)). Par la Proposition 3.1.25 ce sont
des sous-ensembles convexes de H2 qui sont deux a` deux disjoints. Par la Proposition 3.1.32
l’application N est surjective donc la famille des F(r0), ou` r0 parcourt la singularite´ initiale
Σ, forme une stratification de H2.
Conside´rons maintenant le sous-ensemble λ de H2 de´fini par :
λ˜ =
⋃
dimF(r0)=1
F(r0) ∪
⋃
dimF(r0)=2
∂F(r0).
Le sous-ensemble λ forme une lamination ge´ode´sique de H2. Il reste a` lui associer une
mesure µ. Toute l’ide´e repose essentiellement sur la proposition suivante :
Proposition 4.3.10. ([18, Proposition 3.6.1]). Soit k un arc transverse a` la lamination λ˜.
Alors il existe une courbe lipschitz α contenue dans ΣTcos1 le niveau cosmologique un telle
que N ◦ α = k.
Construction de la mesure transverse. Soit Y l’ensemble des points x de H2 tel
que N−1(x) contient plus d’un e´le´ment. Notons que la mesure de Lebesgue de Y est nulle
et qu’il est forme´ par une re´union de feuille de λ. Soit k un arc transverse dont les deux
e´xtre´mite´s qui sont hors de Y . Par la Proposition 4.3.10, il existe une courbe lipschitz α telle
que N ◦α = k. Sa projection r◦α est une courbe de´rivable presque partout et r˙(s) ∈ TN(s)H2.
De´finissons µ par :
µk(k) =
∫
|r˙(s)| ds
c’est une mesure transverse sur la lamination ge´ode´sique λ˜.
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Il reste alors a` montrer que l’espace-temps M est bien celui associe´ a` la lamination
ge´ode´sique mesure´e qu’on vient de construire. Pour cela, on se fixe un point n0 dans H2 \ Y
et on conside`re l’application ψn0 de´finie pre´ce´dement dans §4.3.1. Soit n ∈ H2 \Y et soit k la
ge´ode´sique reliant n0 a` n ; on a alors ψn0(n) =
∫
k
v(x)dµ(x). D’apre`s la Proposition 3.1.27,
pour tout t tel que k(t) ∈ L˜ on a r˙(t) ∈ Tk(t)F(rt)⊥. On a alors r˙(t) = |r˙(t)| v(r(t)) et donc
r(N−1(n))− r(N−1(n0)) =
∫
k
v(x)dµ(x) = ψn0(n). Ce qui montre que M = M(λ, µ). 
4.4 La ge´ome´trie de la singularite´ initiale cosmologique
Dans cette section nous allons voir comment Bonsante munit la singularite´ initiale d’une
me´trique, et esquisser sa preuve du the´ore`me suivant :
The´ore`me 4.4.1. [18, Proposition 3.7.2] Soit M(λ, µ) un espace-temps plat non e´le´mentaire
MGHC futur complet de dimension 2 + 1 associe´ a` une lamination ge´ode´sique mesure´e
(λ, µ). Alors la singularite´ initiale cosmologique associe´e est isome´trique a` l’arbre re´el dual
a` la lamination ge´ode´sique mesure´e (λ, µ).
4.4.1 Comportement asymptotique des niveaux cosmologique
Dans [25] Bonsante e´tudie le comportement asymptotique des niveaux cosmologiques
dans un espace-temps plat, donnant ainsi un sens me´trique a` la singularite´ initiale. Ce
travail ne se restreint pas qu’au cas de la dimension 2 + 1, il est vrai en toute dimension.
Commenc¸ons par rappeler :
The´ore`me 4.4.2. ([25, Proposition 7.6, Corollaire 7.9]). Soit M ' Ω+/Γτ un espace-temps
plat MGHC non e´le´mentaire futur complet de dimension n+ 1. Alors il existe une distance
dΣ bien de´finie sur la singularite´ initiale Σ telle que : les niveaux Σ
Tcos
a de la fonction temps
cosmologique Tcos de Ω
+, munis de leurs distances dTcosa i.e celles induites par la restriction
de la me´trique ambiente de R1,n, convergent pour la topologie uniforme sur les compacts vers
l’espace me´trique (Σ, dΣ).
Remarque 4.4.3. Notons qu’une conse´quence imme´diate du The´ore`me 4.4.2, est que les
espaces (Γ,ΣTcosa , da) convergent pour la topologie de Gromov e´quivariante vers l’espace
(Γ,Σ, dΣ). En effet, d’apre`s 2.7.17 la convergence uniforme sur les compacts implique la
convergence de Gromov e´quivariante. En particulier, les espaces (Γ,ΣTcosa , da) convergent
spectralement vers l’espace (Γ,Σ, dΣ).
De´finition 4.4.4. La singularite´ initiale Σ munie de la distance dΣ est appele´e singularite´
initiale cosmologique.
Ide´e de la preuve du The´ore`me 4.4.2. Soit XTcos l’espace des lignes de gradient du
temps cosmologique Tcos. Soit (da)a>0 la famille des distances cosmologique de´finie sur XTcos
(voir 3.3). Chaque ligne x de XTcos est une droite de Ω
+ normale au niveaux cosmologique et
qui a un point limite dans Σ. Elle se re´tracte donc sur un seul point r(x). Par la Proposition
4.3.9 et la Proposition 3.3.2 ces distances convergent uniforme´ment sur les compacts vers
une pseudo-distance d0 sur XTcos . De plus pour tout x et y dans XTcos on ait d0(x, y) = 0
si et seulement si r(x) = r(y). Ce qui montre que l’espace me´trique quotient de XTcos par
d0 s’identifie a` Σ. La convergence spectrale est donne´e par le corollaire 3.3.5. 
L’objet de la proposition suivante est de de´montrer la deuxie`me partie du The´ore`me A :
Proposition 4.4.5. Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave Γ-e´quivariante
de´finie sur Ω+. Alors les niveaux ΣTa de T munis de leurs action isome´trique de Γ convergent
pour la topologie spectrale vers la singularite´ cosmologique (Γ,Σ, dΣ).
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De´monstration. Par le The´ore`me 3.3.2 on sait que les (Γ,ΣTa , da) convergent spectralement
vers un espace me´trique inde´pendant de la fonction T . Graˆce a` la Proposition 4.3.8 les
meˆmes arguments de la Proposition 3.3.4 et de la Proposition 3.3.5 s’appliquent au temps
cosmologique. On obtient ainsi en utilisant le The´ore`me 4.4.2 le re´sultat voulu.
4.4.2 La structure d’arbre re´el induite sur la singularite´ initiale
Soit M ' Ω+/Γτ un espace-temps plat MGHC non e´le´mentaire de dimension 2+1. Soit
(λ˜, µ˜) la lamination ge´ode´sique mesure´e de´finie sur H2 associe´e a` Ω+. Elle se transporte en
une lamination ge´ode´sique mesure´e (λ¯, µ¯) sur le niveau cosmologique ΣTcos1 . Soit l une feuille
de λ, deux cas de figure se pre´sentent : le premier est celui ou l est une feuille contenue dans
Y (rappelons que Y est l’ensemble des x dans H2 tels que N−1(x) contient exactement un
e´le´ment), le second est celui ou l n’est pas contenue dans Y . Notons que dans le premier cas
l’ensemble des r dans Σ tel que l ⊂ F(r) est un segment d’extre´mite´s r−(l) et r+(l). Dans
le second cas c’est un unique point r(l) de Σ.
Si la feuille l n’est pas contenue dans Y , alors l¯ = N−1(l) ∩ ΣTcos1 = l + r. C’est une
ge´ode´sique de ΣTcos1 car N : Σ
Tcos
1 → H2 est une application 1-lipschitz. Sinon N−1(l) ∩
ΣTcos1 = l + [r−(l), r+(l)]. Cet ensemble est feuillete´ par les ge´ode´siques l¯(t) = l + tr−(l) +
(1 − t)r+(l). L’ensemble λ¯ est donc une lamination ge´ode´sique. La mesure transverse est
tout simplement de´finie par µ¯(k¯) = µ(N(k¯)) si les extre´mite´s de k ne sont pas dans Y . Sinon
µ¯(k¯) =
∫ |r˙(s)| ds.
Proposition 4.4.6. ([18, Lemme 3.5.3]). Soit p et q dans ΣTcos1 tels que Np et Nq ne sont
pas dans Y et r(p) 6= r(q). Alors la ge´ode´sique α¯ de ΣTcos1 reliant p et q est un arc transverse
a` la lamination ge´ode´sique λ¯ de masse totale µ¯(α˜) e´gale a` µ˜(k), ou` k est l’arc ge´ode´sique
reliant Np et Nq dans H2.
De´monstration. Comme les feuilles de la lamination ge´ode´sique λ¯ sont des ge´ode´siques de
ΣTcos1 et que les points p et q ne sont pas sur la meˆme strate, la ge´ode´sique α¯ est un arc
transverse a` λ¯.
Chaque feuille de λ¯ se´pare ΣTcos1 en deux sous espaces. Donc si une feuille de´connecte p
et q, alors elle intersecte force´ment α¯. Sinon l’intersection est vide. Ceci montre que N(α¯)
est homotope a` k l’arc transverse a` λ˜ reliant Np et Nq. Donc µ¯(α¯) = µ˜(k).
Remarque 4.4.7. Une conse´quence imme´diate de la Proposition 4.4.6 est le fait que la
mesure transverse µ¯ soit controle´e par la structure de longueur induite sur ΣTcos1 par la
structure lorentzienne ambiante. En effet, µ¯(α¯) = µ˜(k) = l(r ◦ α¯) ≤ l(α¯). 
Pour tout r0 et r1 dans Σ, soit k est une ge´ode´sique reliant deux points de F(r0) et F(r1)
respectivement. Soit α¯ une parame´trisation de N−1(k) ∩ ΣTcos1 . La projection r ◦ α¯ est une
courbe de Σ passant par r0 et r1. Dans le cas ou` aucun des F(ri) n’intersecte Y , les points
ri sont les extre´mite´s de r ◦ α¯. Si maintenant un des F(ri) (ou les deux !) a une intersection
non vide avec Y , alors le point ri n’est pas force´ment une extre´mite´ de la projection r ◦ α¯.
Soit p et q deux points de α¯. Comme nous l’avons mentione´ auparavant les point p et q
s’identifient avec les lignes de gradient du temps cosmologique passant par ces deux points.
Il s’en suit que dTa (p, q) ≥ l(r ◦ α¯a) ou` α¯a est une ge´ode´sique de (XT , dT ) reliant p et q. Par
de´finition meˆme de la mesure trasverse µ¯, la longueur de la courbe r ◦ α¯a n’est autre que
le poid total de la projection sur ΣTcos1 le long des lignes du gradient cosmologique de la
ge´ode´sique α¯a qui a` son tour est supe´rieure a` la masse du sous arc α˜p,q de α¯ reliant p et q.
D’autre part la masse du sous arc α¯p,q est supe´rieure a` dΣ(p, q). En passant a` la limite on
obtient que r ◦ α¯p,q est la ge´ode´sique reliant r(p) et r(q). On obtient ainsi :
Proposition 4.4.8. ([18, Proposition 3.7.1]). Soit M ' Ω+/Γτ un espace-temps plat MGHC
non e´le´mentaire de dimension 2 +1. Soit (λ˜, µ˜) la lamination ge´ode´sique mesure´e associe´e a`
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Ω+. Alors l’espace me´trique (Σ, dΣ) est un espace me´trique ge´ode´sique. De plus pour chaque
r0 et r1 dans Σ, la courbe r ◦ α˜ est une ge´ode´sique passant par les points r0 et r1 de longueur
e´gale a` µ˜(k) ou` k est la ge´ode´sique de H2 reliant deux points de F(r0) et F(r1).
Preuve du The´ore`me 4.4.1. Montrons que (Σ, dΣ) est un arbre re´el. Soient p et q
deux points de ΣTcos1 tel que r(p) 6= r(q). Soit α l’unique ge´ode´sique de ΣTcos1 reliant p et q.
Soit z un point de la courbe r ◦ α diffe´rent de r(p) et de r(q). D’une part la strate r−1(z)
se´pare ΣTcos1 en deux ouverts connexes disjoints Σ1 et Σ2. D’autre part, la Proposition 4.4.6
nous assure que la ge´ode´sique α est un arc transverse a` la lamination µ˜. Donc Σ1 et Σ2 se
retractent sur des sous-ensembles disjoints de Σ l’un contenant r(p) et l’autre r(q). Comme
la retraction r est continue ils sont connexes.
Montrons maintenant que c’est bien l’arbre re´el dual a` (λ, µ). Soient r0 et r1 deux points
de Σ tels que F(r0) ∩ F(r1) = ∅. Par la Proposition 4.4.8 la ge´ode´sique reliant r0 et r1 est
de longueur e´gale au poid de toute ge´ode´sique de H2 reliant un point de F(r0) et un point
de F(r1). Le The´ore`me 4.4.1 en de´coule. 
4.5 Convergence Gromov equivariante des niveaux d’un
temps quasi-concave
Dans cette partie nous allons montrer le The´ore`me B dans le cas plat. Plus pre´cise´ment
nous montrons le the´ore`me suivant :
The´ore`me 4.5.1. Soit M(S, λ) un espace-temps MGHC plat non e´le´mentaire futur-complet.
Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave C2. Alors les niveaux de T convergent
pour la topologie de Gromov e´quivariante vers l’arbre re´el dual a` (S, λ). En particulier la
limite ne de´pend pas de la fonction temps choisie.
De´monstration. Soit M ' Ω+/Γτ un espace-temps MGHC plat non e´le´mentaire futur-
complet de dimension 2 + 1. Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave C2. Elle se
rele`ve en une fonction temps de Cauchy Γτ invariante sur Ω
+. Soit T˜cos la fonction temps
cosmologique de Ω+. Nous reprenons les notations du paragraphe §3.3 :
– XT˜cos l’espace des lignes du gradient cosmologique ;
– dT˜cosa les distances de´finies sur l’espace XT˜cos par la fonction T˜cos ;
– δT˜a les distances de´finies sur l’espace XT˜cos par la fonction T˜ ;
– ρa = ρ pour tout a > 0.
D’apre`s la Proposition 2.7.17, pour montrer que les Γ-espaces me´triques (XT˜cos , δ
T˜
a ,Γ, ρa)
convergent pour la topologie de Gromov e´quivariante, il suffit de montrer qu’ils convergent
uniforme´ment sur les compacts. Mais comme les actions ρa sont toutes identiques, il suffit
alors de de´montrer que toutes les limites au sens de la topologie uniforme sur les compacts δT˜0
de suites extraites de la famille δT˜a sont e´gales a` la pseudo-distance d
T˜cos
0 sur XT˜cos . D’apre`s
le The´ore`me 4.4.2 et le The´ore`me 4.4.1 on sait que les (XT˜cos , d
T˜cos
a ) convergent pour la
topologie uniforme sur les compacts vers (XT˜cos , d
T˜cos
0 ) de sorte que le me´trise´ (XˆT˜cos , d
T˜cos
0 )
soit isome´trique a` l’ arbre re´el dual a` la lamination ge´ode´sique mesure´e (S, λ). D’apre`s
la Proposition 4.2.1, (XˆT˜cos , d
T˜cos
0 ) est minimal et irre´ductible. Soient x, y deux e´le´ments
de XT˜cos . D’apre`s le Lemme 2.4.6 il existe un e´le´ment γ de Γ dont l’axe de translation Aγ
contient le segment [x¯, y¯], ou` x¯, y¯ sont les projete´s de x, y dans le me´trise´. Quitte a` remplacer
γ par une de ses puissances, on peut supposer que [x¯, y¯] est contenu dans le segment [x¯, γ.x¯].
Or, d’apre`s la Proposition 3.2.16, et comme x¯ est dans Aγ :
l0,T˜ (γ) ≤ δT˜0 (x¯, γ.x¯) ≤ dT˜cos0 (x¯, γ.x¯) = l0,T˜cos(γ).
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D’apre`s le Corollaire 3.3.5, les deux termes aux extre´mite´s de cette suite d’ine´galite´s sont
e´gaux, donc toutes les ine´galite´s sont e´gales. En particulier :
δT˜0 (x¯, γ.x¯) = d
T˜cos
0 (x¯, γ.x¯).
Donc :
dT˜cos0 (x¯, y¯) + d
T˜cos
0 (y¯, γ.x¯) = d
T˜cos
0 (x¯, γ.x¯) = δ
T
0 (x¯, γ.x¯) ≤ δT0 (x¯, y¯) + δT0 (y¯, γ.x¯)
ce qui donne comme voulu, en utilisant a` nouveau la Proposition 3.2.16, l’e´galite´ δT0 (x, y) =
dT˜cos0 (x, y).
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Chapitre 5
Comportement asymptotique
dans un espace-temps de Sitter
Dans ce chapitre nous allons e´tudier le comportement asymptotique des niveaux d’une
fonction temps quasi-concave dans un espace-temps de Sitter. Nous ge´ne´ralisons ainsi le
re´sultat 4.5.1 obtenu dans la section pre´ce´dente au cas des espaces-temps modele´s sur l’espace
de Sitter. Ceci est duˆ particulie`rement au fait que les espaces-temps de Sitter de dimension
2 + 1 peuvent eˆtre obtenus par une rotation de Wick a` partir des espaces-temps plats. Nous
commenc¸ons par rappeler quelques e´le´ments de la classification des espaces-temps de Sitter
de dimension n+1 quelconque. Ce qui nous permet de montrer le The´ore`me A dans le cas de
Sitter. Nous traitons ensuite le cas de la dimension 2 + 1 ou nous exposons la classification
des espaces-temps de Sitter via les rotations de Wick, pour ensuite montrer le The´ore`me B,
dont l’objet est l’e´tude de la convergence Gromov e´quivariante des niveaux d’une fonction
temps quasi-concave en dimension 2 + 1, dans le cas de Sitter.
5.1 Classifications des espaces-temps de Sitter
Bien que nous ne serons pas amene´s dans cette the`se a` traiter le comportement asymp-
totique dans le cas d’un espace-temps de Sitter de dimension n+ 1 ≥ 4, nous avons pre´fe´re´
parler de la classification en toute sa ge´ne´ralite´ afin de donner un expose´ plus au moins
complet des espaces-temps de Sitter.
5.1.1 Espace de Sitter
Mode`le line´aire de l’espace de Sitter
Conside´rons l’espace de Minkowski R1,n+1 de dimension n+ 1 muni de la forme quadra-
tique q1,n+1 = −dx20 + dx21 + ...+ dx2n + dx2n+1.
De´finition 5.1.1. Le mode`le lime´aire de l’espace de Sitter est l’hyperboloide a` une nappe
de´fini par :
dSn+1 =
{
x ∈ R1,n+1 tel que q1,n+1(x) = 1
}
muni de la me´trique lorentzienne induite par q.
Remarque 5.1.2. 1) L’application Sn × R→ dSn+1 de´finie par :
(x, t) 7→ (sinh(t), cosh(t)x)
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est un diffe´omorphisme entre l’espace de Sitter et Sn × R. La restriction de q s’e´crit alors
g = −dt2 + cosh(t)2dx2 ou` dx2 est la me´trique riemannienne de la sphe`re ronde Sn. Ceci
montre en particulier que l’espace de Sitter dSn+1 est une varie´te´ lorentzienne connexe.
2) Le groupe d’isome´trie de dSn+1 est O(1, n+ 1).
Comme dans le cas de l’espace hyperbolique on a le re´sultat suivant :
Proposition 5.1.3. Les sous espaces totalement ge´ode´siques de dSn+1 sont les composantes
connexes des intersections des sous-espaces vectoriels de R1,n+1 avec dSn+1.
On obtient ainsi 3 types de sous-espaces totalement ge´ode´siques :
– Ceux de type espace : ce sont les intersections entre dSn+1 et les sous-espaces vectoriels
de type espace de R1,n+1. Ils sont isome´triques a` Sk (k ≤ n) ;
– Ceux de type temps : ce sont les composantes connexes des intersections entre dSn+1
et les sous-espaces vectoriels de type temps de R1,n+1. Ils sont isome´triques a` dSk
(k ≤ n) ;
– Ceux de´ge´ne´re´s : ce sont les intersections entre dSn+1 et les sous-espaces vectoriels de
type lumie`re de R1,n+1.
En particulier on obtient trois types de ge´ode´siques :
– ge´ode´siques de type espace : ce sont les intersections entre les plans de type espace et
dSn+1 ;
– ge´ode´siques de type temps : ce sont les composantes connexes des intersections entre
les plans de type temps et dSn+1 ;
– ge´ode´siques de type lumie`re : ce sont les composantes connexes des intersections entre
les plans lumie`res et dSn+1.
Remarque 5.1.4. Les ge´ode´siques de type espace de dSn+1 sont ferme´es contrairement a`
ceux de type temps ou lumie`re qui ne le sont jamais.
L’espace de Sitter dSn+1 est naturellement oriente´. En effet, l’orientaion chronologique
de l’espace de Minkowski induit une orientation chronologique sur dSn+1 pour laquelle les
courbes causales futures sont aussi des courbes causales futures pour Minkowski. Ainsi le
groupe des isome´tries de dSn+1 pre´servant l’orientation et l’orientation chronologique est
SO+(1, n). La restriction de la coordonne´e x0 a` dSn+1 induit une fonction temps de Cauchy
faisant de l’espace de Sitter un espace globalement hyperbolique.
Espace d’Einstein
Conside´rons l’espace R2,n+1 i.e l’espace vectoriel Rn+3 muni de la me´trique q2,n+1 =
−du2 − dv2 + dx20 + ...+ dx2n. Soit C le lieu d’annulation de Q2,n+1.
De´finition 5.1.5. L’espace d’Einstein, note´ Einn+1, est la projection dans la sphe`re des
rayons S(R2,n+1) de C.
Notons par pi l’application projection de R2,n+1/ {0} dans S(R2,n+1).
Proposition 5.1.6. L’espace d’Einstein Einn+1 est muni d’une classe conforme lorent-
zienne canonique conforme´ment e´quivalente a` (Sn × S1, dx2 − dt2), ou` dx2 est la me´trique
ronde de Sn et dt2 celle de S1.
De´monstration. Soit U un ouvert de Einn+1 et soit s : U → C une section de pi au essus
de U . Pour chaque p dans U et chaque w dans TpEinn+1 conside´rons le vecteur w
′ dans
Ts(p)C de´fini par : ds(p)pi(w
′) = w. Si w′1 et W
′
2 sont tels que ds(p)pi(w
′
1) = ds(p)pi(w
′
2) = w,
alors w′1 −w′2 est dans pi−1(p). Or pi−1(p) est contenu dans (Ts(p)C)⊥ et donc q2,n+1(w′) ne
de´pend pas du choix de w′. Ceci nous permet donc de de´finir une me´trique gs sur U par
gs(w) = q2,n+1(w
′).
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Si maintenant s′ est une autre section de U , alors il existe une fonction positive f : U → R
telle que s = fs′ et dans ce cas gs = f2g′s. Ce qui montre que l’espace Einn+1 est muni
d’une classe conforme lorentzienne.
Dans le cas particulier ou` s est la section qui prend ses valeurs dans la sphe´re euclidienne
de rayon 2, la me´trique ds est isome´trique a` dx2 − dt2 sur Sn × S1 et donc Einn+1 est
conforme´ment e´quivalent a` (Sn × S1, dx2 − dt2).
Comme la structure de causalite´ est pre´serve´e par changement conforme on peut parler
de causalite´ dans l’espace d’Eistein Einn+1. Ainsi :
De´finition 5.1.7. Une courbe dans Einn+1 est :
– causale si elle l’est pour (Sn × S1, dx2 − dt2) ;
– temporelle si elle l’est pour (Sn × S1, dx2 − dt2).
Il se trouve que comme dans le cas de l’espace de Minkowski on sait de´crire les courbes
causales de l’espace Einn+1 :
Proposition 5.1.8. ([13, Lemme 5.1]). Toute courbe causale α de l’espace d’Einstein Einn+1
est de la forme t → (x(t), (cos(t), sin(t))), ou` t → x(t) est une courbe 1-Lipschitz de Sn. Si
de plus la courbe t→ x(t) est 1-contractante alors la courbe α est temporelle.
De´finition 5.1.9. L’univers d’Einstein, note´ E˜inn+1, est de´fini comme e´tant le reveˆtement
universel de l’espace d’Einstein muni de sa classe lorentzienne conforme.
Proposition 5.1.10. L’univers d’Einstein E˜inn+1 est conforme´ment e´quivalent a` (Sn ×
R, dx2 − dt2), ou` dx2 est la me´trique ronde de Sn et dt2 est celle de R.
Proposition 5.1.11. ([13, Corollaire 5.5]). L’univers d’Einstein est globalement hyperbo-
lique.
De´monstration. Une courbe causale inextensible de E˜inn+1 est force´ment le graphe d’une
application 1-Lipschitz R→ Sn. Comme E˜inn+1 ≈ Sn×R on obtient que la projection sur le
deuxie`me facteur est une fonction temps de Cauchy et donc que l’univers d’Einstein E˜inn+1
est globalement hyperbolique.
La proposition suivante est l’anologue de la Proposition 3.1.2 dans le cas de l’univers
d’Einstein, elle de´crit les parties achronales (respectivement acausales) de l’espace E˜inn+1 :
Proposition 5.1.12. ([13, Corollaire 5.2]). Soit S une partie de E˜inn+1. Alors :
– S est achronale si et seulement s’il existe un sous-ensemble Λ de Sn et une application
1-Lipschitz f : Λ→ R tels que
S = G(f) = {(x, f(x)) : x ∈ Λ} ;
– S est achronale sans bord si et seulement si Λ est un ouvert de Sn ;
– S est achronale ferme´e sans bord si et seulement si Λ est Sn tout entier.
De´monstration. La preuve est identique a` celle de la Proposition 3.1.2.
Plongement conforme de l’espace de Sitter
Soit x un vecteur de type temps de R2,n+1. Soit Px l’hyperplan affine de´fini par : Px ={
p ∈ R2,n+1/q2,n+1(x, p) = 1
}
. Conside´rons U(x) la projection dans Einn+1 de l’intersection
du lieu d’annulation C de q2,n+1 et de l’hyperplan affine Px. Conside´rons la section sx :
U(x) → C qui envoie chaque rayon de U(x) sur son intersection avec l’hyperplan affine
Pe0 =
{
p ∈ R2,n+1/q2,n+1(p, e0) = 1
}
, ce qui de´finit une me´trique dsx sur U(x). Quitte a`
composer par un e´le´ment de O(2, n+ 1), on peut supposer que x = (0, 1, 0, ..., 0) et dans ce
cas (U(x), dsx) est isome´trique au mode`le lineaire dSn+1 de l’espace de Sitter. Nous avons
montre´ :
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Proposition 5.1.13. Le mode`le lineaire de l’espace de Sitter dSn+1 est conforme´ment e´qui-
valent a` (Sn×]Θ,Θ + pi[, dx2 − dt2).
Mode`le de Klein de l’espace de Sitter
De´finition 5.1.14. On appelle mode`le de Klein de l’espace de Sitter dSn+1 la projection
dans S(R1,n+1) de dSn+1 munie de la me´trique image directe. On le note ge´ne´ralement par
DSn.
Remarque 5.1.15. Les sous espaces totalement ge´ode´siques du mode`le de Klein DSn sont
les projections dans S(R1,n+1) des sous espaces totalement ge´ode´siques de dSn+1. En d’autres
termes ce sont les composantes connexes des intersections entre les hyperplans projectifs et
DSn.
Soit Hn+ = {x = (x0, x1, ..., xn+1)/q1,n+1(x, x) = −1 et x0 > 0}. Notons par Hn+ sa pro-
jection dans S(R1,n+1). On de´finit de la meˆme fac¸on Hn− et Hn−. Notons que le comple´men-
taire de l’adhe´rence de DSn dans S(R1,n+1) n’est autre que la re´union de Hn+ et de Hn−.
Notons aussi que le bord de DSn+1 est constitue´ de la re´union de deux sphe`res Sn+ et Sn−
donne´es par la projection dans S(R1,n+1) du coˆne d’annulation de q1,n+1. Comme dSn+1 est
conforme´ment e´quivalent a` (Sn×]− pi2 ,+pi2 [, dx2 − dt2), les ge´ode´siques inextensibles futures
de DSn+1 (qui sont les projete´es des ge´ode´siques inextensibles futures de dSn+1) vont de
Sn− a` Sn+. Ce qui ame`ne a` conside´rer les deux sphe´res conformes Sn− et Sn+ comme e´tant
respectivement le bord passe´ et le bord futur de l’espace de Sitter DSn+1.
On obtient ainsi une description pre´cise des ge´ode´siques de DSn+1 :
– Si une droite projective intersecte transversalement les sphe`res Sn− et Sn+ , alors son
intersection avec DSn+1 a exactement deux composantes connexes et ce sont des ge´o-
de´siques temporelles ;
– Si une droite projective est tangente aux deux sphe`res Sn− et Sn+ , DSn+1 ; alors son
intersection avec DSn+1 a exactement deux composantes connexes et ce sont des ge´o-
de´siques lumie`res ;
– Si une droite projective n’intersecte pas les deux sphe`res Sn− et Sn+ , alors c’est une
ge´ode´sique de type espace.
Soit maintenant x un point de DSn+1. Conside´rons l’ensemble ∂+I+(x) des points de
Sn+ qui sont limite d’une ge´ode´sique de type temps future issue de x. En utilisant le mode`le
conforme, il n’est pas difficile de voir que pour tout x dans DSn+1, ∂+I+(x) est une boule
ronde ouverte de Sn+. Inversement toute boule ronde ouverte de Sn+ correspond a` un unique
point de DSn+1 : c’est le point (x0, pi2 − r), ou` x0 est le centre de la boule et r est son rayon.
Ceci permet d’identifier DSn+1 et l’espace des boules rondes ouvertes de Sn+. Pour cette
identification un point x′ est dans le futur d’un autre point x si et seulement si la boule
∂+I+(x) contient la boule ∂+I+(x′). De la meˆme fac¸on on peut identifier DSn+1 et l’espace
des boules rondes ouvertes de Sn−. Pour cette identification un point x′ est dans le passe´ d’un
autre point x si et seulement si la boule ∂−I−(x) contient la boule ∂−I−(x′).
5.1.2 espace-temps dS standard : Premie`re de´finition
Cette premie`re de´finition est duˆ a` Scannell [48], elle consiste a` associer a` chaque va-
rie´te´ de Mo¨bius simplement connexe de type hyperbolique S˜ un espace-temps globalement
hyperbolique futur complet localement de Sitter home´omorphe a` S˜×]0,+∞[.
De´finition 5.1.16. Une varie´te´ de Mo¨bius est une varie´te´ e´quipe´e d’une (G,X)-structure,
ou` G = O+(1, n) est le groupe de Mo¨bius et X = Sn est la sphe`re de dimension n.
On obtient ainsi trois types de varie´te´s de Mo¨bius simplement connexes :
– Celles dites elliptiques : elles sont conforme´ment e´quivalentes a` la sphe`re Sn ;
68
– Celles dites paraboliques : elles sont conforme´ment e´quivalentes a` la sphe`re Sn moins
un point ;
– Et celles dites hyperboliques : si elles sont ni elliptique ni parabolique.
Soit S˜ une varie´te´ de Mobius simplement connexe de dimension n. Soit d : S˜ → Sn une
application de´veloppante.
De´finition 5.1.17. Une boule ronde ouverte de S˜ est un ouvert connexe U de S˜ sur lequel
d est un home´omorphisme et tel que d(U) est une boule ronde ouverte de Sn.
Conside´rons l’espace Bmax des boules rondes de S˜ qui sont maximales pour l’inclusion.
Soit U un e´le´ment de Bmax et soit d(U) l’adhe´rence de d(U) dans Sn. Comme d(U) est une
boule ronde ferme´e de Sn, elle est conforme´ment e´quivalente au compactifie´ Hn ∪ ∂Hn de
l’espace hyperbolique. Notons par Uˆ l’enveloppe convexe dans Hn∪∂Hn du comple´mentaire
de d(U¯) dans d(U). Prenons enfin C(U) = d−1(Uˆ) ∩ U .
Proposition 5.1.18. [48, Proposition 4.1] Si S˜ est de type hyperbolique alors pour tout x
dans S˜, il existe une unique boule ronde maximale U(x) de Bmax telle que x ∈ C(U(x)).
Corollaire 5.1.19. Les convexes C(U(x)), ou` x parcourt S˜ forment une stratification de S˜
appele´e stratification canonique de S˜.
Supposons que S˜ est de type hyperbolique. Soit x un e´le´ment de S˜ et soit U(x) l’unique
boule ronde maximale donne´e par la Proposition 5.1.18. Notons par y le point de DSn+1
correspondant a` U(x). De´finissons la courbe αx : [0,+∞[→ DSn+1 comme e´tant la ge´ode´-
sique temporelle future issue de y et qui a pour point limite x. Ceci de´finit une application
D : S˜×]0,+∞[→ DSn+1.
Proposition 5.1.20. ([48, Proposition 5.1]). L’application D de´finie ci dessus est un diffe´o-
morphisme local. Il induit une structure lorentzienne faisant ainsi de S˜×]0,+∞[ un espace-
temps globalement hyperbolique futur complet qui est localement de Sitter. De plus pour
chaque t ∈]0,+∞[, l’hypersurface S˜ × {t} est une hypersurface de Cauchy.
De´finition 5.1.21. L’espace-temps ainsi obtenu est appele´ espace-temps standard de Sitter.
5.1.3 espace-temps dS standard : Deuxie`me de´finition
Cette construction est due a` Be´guin, Barbot et Zeghib [4]. Elle est largement inspire´e du
papier de Kulkarni et Pinkall [36].
Soit S˜ une varie´te´ de Mo¨bius simplement connexe de dimension n. Soit d : S˜ → Sn une
application de´veloppante.
De´finition 5.1.22. Une boule ronde U de S˜ est dite propre si d(U¯) est une boule ferme´e de
Sn.
Lemme 5.1.23. ([11, Lemme des assiettes emboˆıte´es]).
Soit f : X → Y un home´omorphisme local entre deux varie´te´s X et Y . Soient U1 et U2
deux ouverts connexes de X sur lesquels f est injective. Si de plus U1 ∩ U2 est non vide et
f(U1) ⊂ f(U2), alors U1 ⊂ U2.
De´monstration. Montrer que U1 ⊂ U2 revient a` montrer que U1 ∩ U2 = U1. Comme U1 et
U2 sont des ouverts connexes, il suffit donc de montrer que U1 ∩ U2 est ferme´ de U1. Soit
(xn)n∈N une suite d’e´le´ments de U1 ∩ U2 qui converge vers un e´le´ment x de U1. Notons par
fU2 la restriction de f a` U2. Les xn = f
−1
U2
(f(xn)) convergent vers f
−1
U2
(f(x)) = x qui est
donc un e´le´ment de U2.
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Lemme 5.1.24. [11, Lemme de fermeture des assiettes]
Soit f : X → Y un home´omorphisme local entre deux varie´te´s X et Y . Soit U un ouvert
connexe de X sur lequel f est injective. On suppose de plus que pour tout point q de f(U)
et tout voisinage ouvert V de q, il existe un voisinage ouvert W ⊂ V de q tel que W ∩ f(U)
soit connexe. Alors f est injective sur l’adhe´rence de U .
De´monstration. Par l’absurde, soient x et x′ deux points diffe´rents de U¯ qui ont la meˆme
image y par f . Soient U1 et U2 deux ouverts connexes disjoints contenant x1 et x2 respec-
tivement et sur lesquels f est injective. Quitte a` prendre des ouverts plus petits on peut
supposer qu’ils ont la meˆme image V par f et que V ∩f(U) est connexe. De´finissons l’ouvert
connexe W1 = U1 ∩ f−1(V ) ∩ f−1(f(U)). De la meˆme fac¸on on de´finit W2. Il est claire que
le couple d’ouverts (W1, U) ve´rifie les hypothe`ses du lemme 5.1.23 et donc W1 ⊂ U . De la
meˆme manie`re W2 ⊂ U mais comme f coincide sur W1 et W2, on obtient que W1 = W2.
Par suite U1 ∩ U2 6= 0 contradiction.
Remarque 5.1.25. Graˆce au Lemme 5.1.24 la restriction de d a` U¯ , ou` U est une boule
ronde propre, est injective.
Notons par B(S) l’espace des boules rondes ouvertes de S˜ et par B0(S˜) l’espace des
boules rondes ouvertes propres de S˜. Nous allons de´finir une topologie sur B0(S˜) de sorte
que B0(S˜) soit une varie´te´.
Soit U un e´le´ment de B0(S˜). De´finissons W (U) comme e´tant l’ensemble des V dans
B0(S˜) tels que V¯ ⊂ U .
Soit U1 et U2 deux e´le´ments de B0(S˜) tels que U¯1 ⊂ U2. Notons par W (U1, U2) le
sous-ensemble de B0(S˜) forme´ des boules rondes propres V ve´rifiants : U¯1 ⊂ V et V¯ ⊂ U2.
De´finition 5.1.26. On appelle topologie d’Alexandrov sur B0(S˜) la topologie engendre´e par
les W (U1, U2) et les W (U).
Remarque 5.1.27. Nous avons vu plus haut que l’espace de Sitter DSn+1 s’identifie avec
l’espace des boules ouvertes de Sn+. En d’autres termes il y a une identification canonique φ
entre l’espace de Sitter DSn+1 et B0(Sn+).
Proposition 5.1.28. ([4, Lemme 7.12]). L’espace de Sitter DSn+1 est home´omorphe a` l’es-
pace B0(Sn+) muni de sa topologie d’Alexandrov.
De´monstration. Soit U et V deux e´le´ments de B0(Sn+) tels que U¯ ⊂ V et soient x et y les
deux points de DSn+1 correspondants. On a que J+(x) ⊂ I+(y). Donc W (U, V ) correspond
a` I−(x) ∩ I+(y). Comme DSn+1 est globalement hyperbolique, sa topologie est engendre´e
par les I−(x) ∩ I+(y). On obtient donc que l’identification est un home´omorphisme.
Conside´rons l’application de´veloppante d : S˜ → Sn. Elle induit une application d′ :
B0(S˜) → B0(Sn+). La compose´e de d′ et de l’home´omorphisme canonique φ entre B0(Sn+)
et DSn+1 de´finit une application naturelle D : B0(S˜) → DSn+1. Pour tout U dans B0(S˜),
la restriction de D a` W (U) est un home´omorphisme sur son image I+(D(U)). Les W (U)
forment donc des cartes de B0(S˜).
Soient U1 et U2 deux e´le´ments de B0(S˜). Supposons que tout ouvert de U1 dans B0(S˜)
rencontre tout ouvert de U2 dans B0(S˜). Soient V1 et V2 deux e´le´ments de B0(S˜) tels que
U¯1 ⊂ V1 et U¯2 ⊂ V2. Par hypothe`se W (V1) ∩W (V2) est non vide, et donc V1 ∩ V2 est non
vide. Par le Lemme 5.1.23 la restriction de D a` W (V1) ∪W (V2) est un home´omorphisme
sur son image I+(D(V1))∪ I+(V2). Or I+(D(V1))∪ I+(V2) est se´pare´, donc W (V1)∪W (V2)
l’est aussi et c’est ce qui montre que U1 = U2. Nous avons ainsi montre´ que B0(S˜) muni de
la topologie d’Alexandrov admet une structure de varie´te´.
L’application D : B0(S˜) → DSn+1 est un home´omorphisme local. On peut donc de´finir
une me´trique sur B0(S˜) en tirant en arrie`re la me´trique de de Sitter DSn+1. Notons par
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B+0 (S˜) l’espace B0(S˜) muni de cette structure lorentzienne. On obtient donc la proposition
suivante :
Proposition 5.1.29. ([4, Proposition 7.13]). Un espace-temps du type B+0 (S˜) est un espace-
temps globalement hyperbolique futur complet localement de Sitter.
De´finition 5.1.30. L’espace-temps simplement connexe B+0 (S˜) est appele´ espace-temps dS
standard futur complet.
De´finition 5.1.31. Un espace-temps dS standard futur complet B+0 (S˜) est dit :
– elliptique si S˜ est elliptique ;
– parabolique si S˜ est parabolique ;
– hyperbolique si S˜ est hyperbolique.
Remarque 5.1.32. On de´finit de la meˆme manie`re l’espace-temps dS standard passe´ com-
plet B−0 (S˜) en remplac¸ant B0(Sn+) par B0(Sn−).
Remarque 5.1.33. Le seul espace-temps dS standard qui soit elliptique est l’espace de
Sitter lui meˆme. Les espaces-temps dS standard futurs complets paraboliques sont les futurs
dans DSn+1 des points du bord conforme a` l’infini Sn−.
Proposition 5.1.34. ([4, Remarque 8.9]). Les de´finitions 5.1.21 et 5.1.30 sont e´quivalentes.
The´ore`me 5.1.35. ([48, The´ore`me 1.1]). Tout espace-temps de Sitter globalement hyperbo-
lique spatialement compact maximal de dimension n + 1 est le quotient d’un espace-temps
dS standard par un sous groupe discret sans torsion de SO+(1, n+ 1).
5.2 Singularite´ initiale cosmologique d’un espace-temps
de Sitter
Soit M un espace-temps de Sitter MGHC futur complet. Soit B+0 (S˜) son domaine dS
standard futur complet associe´ i.e M ' B+0 (S˜)/Γ, ou` Γ est un sous groupe discret sans
torsion de SO+(1, n+ 1).
5.2.1 Proprie´te´s du temps cosmologique
L’appliation D de´finie dans la section 5.1.3 n’est pas en ge´ne´ral injective. Cependant,
comme nous allons le voir il existe des re´gions de B0(Sn+) qui se plongent isome´triquement
dans DSn+1. Soit x un e´le´ment de S˜ et soit U(x) la re´union de toutes les boules rondes
contenant x.
De´finition 5.2.1. L’ouvert U(x) est appele´ le voisinage canonique de x dans S˜.
Proposition 5.2.2. La restriction de l’application d a` U(x) est injective.
De´monstration. Soit x un e´le´ment de S˜ et soit U(x) son voisinage canonique associe´. Sup-
posons qu’ils existent deux e´le´ments x1 et x2 de S qui ont la meˆme image par d. Soit U1
(respectivement U2) une boule ronde contenant x et x1 (respectivement x et x2). Notons
par dU1 la restriction de d a` l’ouvert connexe U1. Conside´rons l’ouvert connexe de´fini par
V = d−1U1 (d(U1)∩d(U2). On sait que d(V ) ⊂ d(U2) et que l’intersection de V et de U2 est non
vide car x ∈ V . Donc en appliquant le Lemme 5.1.23 on obtient que V ⊂ U2. Or x1 ∈ V ,
donc x1 ∈ U2 et donc e´gale a` x2.
Proposition 5.2.3. ([4, Proposition 7.16]). Soit d : S˜ → Sn une application de´veloppante
de S˜. On suppose que d est injective. Alors l’espace-temps dS standard associe´ a` S˜ se plonge
isome´triquement dans DSn+1.
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En combinant les deux propositions 5.2.2 et 5.2.3 on obtient la proposition suivante :
Proposition 5.2.4. ([4, Corollaire 7.22]). Pour tout x dans S˜, l’espace-temps dS standard
B+0 (U(x)) associe´ au voisinage canonique U(x) de x est isome´trique a` un domaine de DSn+1.
Remarque 5.2.5. Il n’est pas difficile de voir que si U est une boule ronde propre et que
si x appartient a` U , alors B+0 (U(x)) contient le passe´ de U dans B
+
0 (S˜). En effet, si V est
une boule ronde propre dans le passe´ de U alors V contient U et donc x. Donc V est dans
B0(U(x)).
De´sormais on suppose que S˜ est une varie´te´ de Mobius de type hyperbolique.
Proposition 5.2.6. ([4, Proposition 8.1]). L’espace-temps dS standard B+0 (S˜) est a` temps
cosmologique re´gulier.
De´monstration. Notons par Tcos la fonction temps cosmologique associe´e a` B
+
0 (S˜). Montrons
d’abord que Tcos est finie partout.
Supposons qu’il existe U dans B+0 (S˜) tel que Tcos(U) = +∞. Il existe donc une famille
de courbes temporelles passe´es αn : [0, 1]→ B+0 (S) ve´rifiant : pour tout n, αn(0) = U et la
longueur de αn est supe´rieure a` n. Fixons d’abord quelques notations, pour chaque n ∈ N,
notons :
– par Un l’extre´mite´ passe´e de αn i.e Un = αn(1) ;
– par βn l’image par D de la courbe αn i.e βn = D ◦ αn ;
– par x l’image de U par D dans DSn+1 et par xn l’image de Un.
Quitte a` extraire une sous suite les xn convergent vers un point x
′ dans Sn−. Conside´-
rons maintenant U ′ la limite infe´rieure des boules rondes propres Un de´finie par U ′ =⋃
m≥0
⋂
n≥m Un. Comme DSn+1 s’identifie avec B0(Sn+), on peut voir les xn comme des
boules rondes de Sn+ et donc comme des images par d des boules Un. Comme la restriction
de d a` U ′ est injective, la limite infe´rieure des xn n’est autre que l’image par d de la limite
infe´rieure des Un. Mais les xn convergent vers le point x
′ dans Sn−, donc d(U ′) est le com-
ple´mentaire d’un point point dans Sn+. Donc par le Lemme 5.1.24 S˜ est de type elliptique
ou parabolique ce qui contredit l’hypothe`se.
Soit α : [0,∞[→ B+0 (S) une courbe causale inextensible passe´e issue d’un point U = α(0).
La courbe α est donc contenue dans le passe´ causal J−(U) de U . Donc la courbe α est
contenue dans B+0 (U(x)), ou` x est dans U . Le temps cosmologique Tcos de B
+
0 (S˜) restreint
a` J−(U) peut eˆtre remplace´ par le temps cosmologique T˜cos de B+0 (U(x)). Mais comme
B+0 (U(x)) est isome´trique a` un domaine de DSn+1, il s’en suit que T˜cos(α(t)) tend vers 0
quand t tend vers +∞.
De´finition 5.2.7. Une hypersurface de Cauchy C0 dans un espace-temps dS standard futur
complet est dite convexe si elle est contenue dans le futur causal de ses hyperplans tangents.
Proposition 5.2.8. ([48, Proposition 6.2]). Les niveaux cosmologiques d’un espace-temps
dS standard sont convexes.
5.2.2 Le bord passe´ d’un espace-temps de Sitter
Conside´rons l’espace B(S˜) des boules rondes de S˜ muni de la topologie d’Alexandrov
definie a` la section 5.1.3. Les meˆmes arguments utilise´s dans la section 5.1.3 montrent que
B(S˜) a une structure de varie´te´ a` bord et que l’application D : B+0 (S˜) → DSn+1 s’e´tend
en un home´omorphisme local de B(S˜) dans DSn+1. Conside´rons l’ensemble de´fini par :
H−(S˜) = B(S˜) \B0(S˜).
De´finition 5.2.9. On appelle bord a` l’infini de l’espace-temps dS standard B+0 (S˜), le sous-
ensemble H−(S˜).
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Remarque 5.2.10. Dans le cas particulier ou` l’applicaion de´veloppante d de S˜ est injective,
le bord a` l’infini H−(S˜) n’est autre que le bord topologique dans DSn+1 de l’image par D de
B+0 (S˜).
Soit U un point de B+0 (S˜) et soit α une courbe causale inextensible passe´e issue de U .
Les points de α forment une famille croissante de boules rondes propres de S˜. Comme α est
inextensible leurs re´union est donc une boule ronde dans H−(S). Re´ciproquement si U est
une boule ronde dans H−(S˜), alors il exite une famille croissante de boules rondes propres
Un de S˜ telle que :
⋃
n Un = U . Donc tout point de H
−(S˜) est un point limite d’une courbe
causale passe´e inextensible issue d’un point de B+0 (S˜).
La proposition 5.2.3 et la Remarque 5.2.10 montre que le bord passe´ H−(S˜) de B+0 (S˜)
est localement une hypersurface convexe de S(R1,n+1). Ce qui fait que tant qu’on s’inte´resse
au caracte`re local du bord passe´, on ne perd pas de ge´ne´ralite´ en supposant que S˜ est une
partie de Sn+. La proposition suivante de´crit les points de H−(S˜) qui re´alisent le temps
cosmologique :
Proposition 5.2.11. ([4, Proposition 8.7]). Supposons que S˜ est une partie de Sn+. Pour
tout p dans B+0 (S˜), il existe un unique point r(p) de H
−(S˜) re´alisant le temps cosmologique
de p i.e la ge´ode´sique temporelle passe´e inextensible α issue de p et qui a pour point limite
le point r(p), ve´rifie Tcos(p) = −l(α).
De´finition 5.2.12. La fonction r : B+0 (S˜) → H−(S˜) de´finie par la Proposition 5.2.11
est appele´e fonction de retraction. L’image de B+0 (S˜) par r est appele´e singularite´ initiale
associe´e au domaine dS standard futur complet B+0 (S˜). Elle est note´e par Σ.
La proposition suivante caracte´rise l’ensemble des points de Σ en terme d’hyperplans
supports :
Proposition 5.2.13. [4, Proposition 8.6] Supposons que S˜ est une partie de Sn+. Soit r0 un
point de B+0 (S˜). Alors :
– Le point r0 est dans Σ si et seulement s’il existe un hyperplan de type espace support
a` B+0 (S˜) en r0 ;
– Si C(r0) est l’ensemble des vecteurs unitaires futurs de Tr0DSn+1 qui sont orthogonaux
a` un hyperplan support de B+0 (S˜) en r0, alors C(r0) est l’enveloppe convexe de ses
e´le´ments lumie`res.
5.3 Comportement asymptotique des niveaux d’une fonc-
tion temps quasi-concave
Soit M un espace-temps de Sitter MGHC futur complet. Soit B+0 (S˜) son domaine dS
standard futur complet associe´ i.e M ' B+0 (S˜)/Γ, ou` Γ est un sous groupe discret sans
torsion de SO+(1, n+ 1). Soit T une fonction temps de Cauchy de´finie sur M . Elle se rele`ve
en une fonction temps de Cauchy Γ-invariante de B+0 (S˜). Notons comme dans le chapitre
2 le flot du gradient de T par ΦT . Dans cette section nous ge´ne´ralisons le The´ore`me 3.3.1
de´montre´ pre´ce´demment dans le cas plat au cas de Sitter.
De´finition 5.3.1. Une fonction temps de Cauchy Γ-invariante T de classe C2 de´finie sur
B+0 (S˜) est dite en expansion si et seulement si la seconde forme fondamentale de chaque
niveau de T est positive.
Les arguments utilise´s pour de´montrer la Proposition 3.2.16 restent valables dans le cas
de Sitter. On obtient ainsi :
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Proposition 5.3.2. Soit α : [a, b] → B+0 (S) une courbe de type espace contenue dans le
passe´ de Σ˜1, ou` Σ˜1 est le niveau 1 de la fonction temps T . Alors la longueur de la courbe
α est infe´rieure a` celle de α1 ou` α1(s) = Φ
1−T (α(s))(α(s)) est la projete´e de α sur le niveau
Σ˜1 le long des lignes de ΦT .
Le The´ore`me 3.3.1 e´tant essentiellement base´ sur la Proposition 3.2.16 et des arguments
classiques qui restent aussi valables pour le cas de Sitter, il se ge´ne´ralise donc sans change-
ment au cas de Sitter. Nous avons ainsi montrer le The´ore`me A dans le cas de Sitter :
The´ore`me 5.3.3. Si T1 et T2 sont deux temps de Cauchy Γ-invariants quasi-concaves
de´finis sur B+0 (S˜), alors les niveaux respectifs de T1 et de T2 convergent spectralement vers
la meˆme limite. 
5.4 Classification des espaces-temps de Sitter de dimen-
sion 2 + 1 via les rotations de Wick
On se place de´sormais dans le cadre de la dimension 2+1. Dans cette section nous allons
classer les espaces-temps MGHC de Sitter via les rotations de Wick. Ceci nous permettra
de de´montrer le The´ore`me B dans le cas d’un espace-temps de Sitter.
5.4.1 Rotation de Wick
De´finition 5.4.1. Soit M une varie´te´ e´quipe´e de deux me´triques lorentziennes g1 et g2.
Soit ξ un champ de vecteurs partout non nul. On dit que la me´trique lorentzienne g2 est
obtenue par une rotation de Wick a` partir de la me´trique lorentzienne g1 le long du champ
de vecteurs ξ si :
– 1) pour tout p dans M , les sous espaces g1-orthogonal et g2-orthogonal a` ξp coincident ;
– 2) il existe une fonction positive f telle que : g2 = fg1 sur le sous espace engendre´ ξp ;
– 3) il existe une fonction positive h telle que : g2 = hg1 sur ξ
⊥
p .
De la meˆme fac¸on on peut de´finir la rotation de Wick entre une me´trique riemannienne
et une autre lorentzienne :
De´finition 5.4.2. Soit M une varie´te´ e´quipe´e d’une me´trique riemannienne g et d’une
me´trique lorentzienne g′. Soit ξ un champ de vecteurs partout non nul. On dit que la me´trique
riemannienne g est obtenue par une rotation de Wick a` partir de la me´trique lorentzienne
g′ le long du champ de vecteurs ξ si :
– 1) le champ de vecteurs ξ est temporelle pour la me´trique g′ ;
– 2) pour tout p dans M , les sous espaces g-orthogonal et g′-orthogonal a` ξp coincident ;
– 3) il existe une fonction positive f telle que g = −fg′ sur Rξp.
Remarque 5.4.3. Dans le cas ou` la me´trique g est e´gale a` hg′ sur 〈ξp〉⊥ pour une certaine
fonction positive h, on dit alors que c’est une rotation de Wick conforme.
5.4.2 Espaces dS standard associe´ a` un domaine re´gulier plat
Dans la suite nous allons voir comment obtenir un espace-temps dS standard a` partir
d’un domaine re´gulier futur complet plat.
The´ore`me 5.4.4. ([18, The´ore`me 4.4.2]). Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet plat
de dimension 2 + 1. Notons par Ω+1 le futur dans Ω
+ du niveau cosmologique 1 et par g sa
me´trique lorentzienne. Alors il existe une fonction D : Ω+1 → H3 telles que :
– D est un C1-diffe´omorphisme local ;
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– L’image re´ciproque g′ de la me´trique hyperbolique par D est une me´trique rieman-
nienne sur Ω+1 qui co¨ıncide avec la me´trique riemannienne obtenue sur Ω
+
1 par une
rotation de Wick conforme a` partir de la me´trique lorentzienne g de Ω+1 le long du
gradient cosmologique ξTcos de Ω
+
1 avec g
′ = − 1T 2cos−1g sur RξTcos et g
′ = 1(T 2cos−1)2 g
sur 〈ξTcos〉⊥.
Par de´finition meˆme de la fonction D (voir la formule 4.5 dans [18]), les lignes du gradient
cosmologique de Ω+1 sont envoye´es sur des rayons ge´ode´siques de H3. Plus pre´cise´ment, pour
tout p dans ΣTcos1 la demi-ligne du gradient cosmologique ]p,+∞[ est envoye´e sur un rayon
ge´ode´sique issu d’un point de H3. On associe donc a` chaque p de ΣTcos1 l’extre´mite´ infinie
du rayon ge´ode´sique associe´. Ceci permet donc de de´finir une application d : ΣTcos1 → S2.
The´ore`me 5.4.5. ([18, The´ore`me 4.3.6]). L’application d est une C1 application conforme.
En particulier c’est une application de´veloppante d’une structure de Mo¨bius sur ΣTcos1 .
Remarque 5.4.6. Le The´ore`me 5.4.5 permet d’obtenir par une rotation de Wick conforme
une structure projective sur ΣTcos1 a` partir de la structure lorentzienne ambiante de Ω
+.
Le the´ore`me suivant permet d’associer a` chaque domaine re´gulier futur complet plat de
dimension 2 + 1 un espace-temps de Sitter :
The´ore`me 5.4.7. ([18, The´ore`me 5.2.1]). Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet plat
de dimension 2 + 1. Notons par Ω+2 le passe´ dans Ω
+ du niveau cosmologique 1 et par g1 sa
me´trique lorentzienne induite. Alors il existe une fonction Dˆ : Ω+2 → DS3 telle que :
– Dˆ est un C1-diffe´omorphisme local ;
– L’image re´ciproque de la me´trique de Sitter par Dˆ est une me´trique lorentzienne g2
localement de Sitter sur Ω+2 . Elle coincide avec la me´trique lorentzienne obtenue sur
Ω+2 par une rotation de Wick a` partir de la me´trique lorentzienne g1 de Ω
+
2 le long du
gradient cosmologique ξTcos de Ω
+
1 avec g2 =
1
1−T 2cos g1 sur RξTcos et g2 =
1
(1−T 2cos)2 g1
sur 〈ξTcos〉⊥.
– l’espace (Ω+2 , Dˆ
∗(gDS3)) est un espace-temps dS standard de type hyperbolique associe´
a` la structure de Mo¨bius sur ΣTcos1 donne´e par le The´ore`me 5.4.5.
Remarque 5.4.8. Une des conse´quences imme´diates du The´ore`me 5.4.7 est que la corres-
pondance entre les espaces-temps dS standards de type hyperbolique et les domaines re´guliers
futurs complets plats est en fait une correspondance bijective.
Toute la construction pre´ce´dente peut eˆtre faite d’une manie`re e´quivariante. Si Γ est un
sous groupe discret sans torsion cocompact de SO+(1, 2) et si ρ : Γ → SO+(1, 2) n R1,2
est la repre´sentation d’holonomie d’un domaine re´gulier Ω+ plat, alors d’apre`s [18, §5.3] il
existe une repre´sentation ρ′ : Γ→ SO(1, 3) telle que :
Dˆ ◦ ρ(γ) = ρ′(γ) ◦ Dˆ
pour tout γ dans Γ
On obtient ainsi le the´ore`me suivant :
The´ore`me 5.4.9. ([18, The´ore`me 5.3.2]). La correspondance entre les domaines re´guliers
plats et les espaces-temps dS standards de type hyperbolique induit une correspondance bi-
jective entre les espaces-temps MGHC plats futurs complets et les espaces-temps MGHC
de Sitter futurs complets de type hyperbolique.
Corollaire 5.4.10. Il existe une correspondance bijective entre les espaces-temps MGHC de
Sitter futurs complets de type hyperbolique de dimension 2+ 1 et les laminations ge´ode´siques
mesure´es sur les surfaces hyperboliques compactes.
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Remarque 5.4.11. Quitte a` inverser l’orientation on obtient des re´sultats analogues pour
les espaces-temps passe´s complets
On se donne un espace-temps dS standard futur complet de type hyperbolique B+0 (S˜).
Notons par Ω+2 l’unique domaine plat qui lui est associe´ (voir le The´ore`me 5.4.7). Rappelons
qu’il sagit d’un domaine re´gulier plat a` partir duquel on obtient, par une rotation de Wick
de´crite dans le The´ore`me 5.4.7, l’espace-temps B+0 (S˜). Soit τcos le temps cosmologique de
Ω+2 et Tcos le temps cosmologique de B
+
0 (S˜). D’apre`s la Proposition 5.2.6 on sait que le
temps cosmologique Tcos de B
+
0 (S˜) est re´gulier. Le but de la proposition suivante est de
montrer que c’est un temps de Cauchy :
Proposition 5.4.12. Le temps cosmologique Tcos de B
+
0 (S˜) est un temps de Cauchy. De
plus :
Tcos = arctan(τcos)
ou` τcos est le temps cosmologique du domaine Ω
+
2 .
De´monstration. Soit p un e´le´ment de Ω+2 . Soit α : [0, a]→ Ω+2 une courbe temporelle passe´e
pour la me´trique de B+0 (S˜) issue de p. On a :
α˙(s) = r˙(s) + τ˙(s)N(s) + τ(s)N˙(s).
La norme de α˙(s) pour la me´trique de B+0 (S) est donc e´gale a` |α˙(s)|22 = − τ˙
2(s)
(1−τ2(s))2 +
|r˙(s)+τN˙(s)|2
1
1−τ2(s) , ou` |.|1 est la norme de la me´trique lorentzienne plate du domaine Ω+2 . Par
suite,
− |α˙(s)|22 <
τ˙2(s)
(1− τ2(s))2 .
En inte´grant on obtient arctan(τ(a)) − arctan(τ(0)) > l2(α), ou` l2 est le temps propre de
α pour la me´trique lorentzienne de B+0 (S˜). Ce qui donne que le temps propre de α pour
la me´trique de B+0 (S˜) est infe´rieur a` argth(τ(p)). D’autre part, la courbe β de´finie par :
β(s) = r(α(s)) + sN(α(s)) est une courbe temporelle pour la me´trique de B+0 (S˜) issue de p
qui a un temps propre e´gale a` argth(τ(p)). Donc τ = T .
Montrons maintenant que T est une fonction temps de Cauchy. Soit α :]a, b[→ Ω+2 une
courbe temporelle futur inextensible parame´tre´e par la longueur d’arc pour la me´trique de
B+0 (S˜). Comme T est croissante sur α, sup τ(α(s)) = lims→b τ(α(s)) = k. Supposons que
k < 1. La courbe inextensible de´finie par β(s) = r(s) +N(s) est une courbe contenue dans
le niveau 1 de τ . Soit s0 > a, pour tout s > s0 on a :
τ(s0)
1− k2
∣∣∣β˙(s)∣∣∣ < τ˙(s)
1− τ2(s) .
Ce qui montre en particulier que la longueur de la courbe β sur [s0, b[ est finie mais comme
le niveau 1 de τ est complet, il s’en suit que β est extensible en b ce qui contredit le fait que
β est inextensible. Le meˆme raisonement montre que inf τ(s) = 0.
Remarque 5.4.13. Comme les lignes de la fonction temps cosmologique T sont les meˆmes
que les lignes de la fonction temps cosmologique τ , la singularite´ initiale cosmologique de´finie
dans 5.2.12 s’identifie canoniquement a` celle de´finie dans 3.1.21.
5.5 Convergence Gromov e´quivariante des niveaux d’un
temps quasi-concave
Dans cette partie nous allons montrer le The´ore`me B dans le cas de Sitter. Plus pre´cise´-
ment nous montrons le the´ore`me suivant :
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The´ore`me 5.5.1. Soit M un espace-temps de Sitter MGHC futur complet de dimension
2 + 1. Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave C2. Alors les niveaux de T
convergent pour la topologie de Gromov e´quivariante vers l’arbre re´el dual a` la lamination
ge´ode´sique mesure´e (λ, µ) associe´e a` M . De plus la limite ne de´pend pas de la fonction temps
choisie.
Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet et soit Ω+2 le passe´ dans Ω
+ du niveau
cosmologique 1. Munissons Ω+2 de la me´trique de Sitter obtenue par une rotation de Wick
canonique a` partir de la me´trique plate de Ω+ comme dans 5.4.4. Soit T la fonction temps
cosmologique de l’espace Ω+2 muni de sa me´trique de Sitter et soit τ la fonction temps
cosmologique de l’espace Ω+2 muni de sa me´trique plate. La proposition suivante est une
ge´ne´ralisation de la Proposition 4.3.9 dans le cas de Sitter :
Proposition 5.5.2. Soient ΣTa et Σ
T
b deux niveaux de la fonction temps cosmologique T
avec a < b. Soit α une courbe lipschitz contenue dans le niveau ΣTa . Alors la projection de α
sur ΣTb le long des lignes du flot du gradient de T augmente la longueur.
De´monstration. D’apre`s la Proposition 5.4.12 on a τ = tanh(T ), donc les niveaux cosmo-
logiques ΣTa et Σ
T
b de T correspondent aux niveaux cosmologiques Σ
τ
tanh(a) et Σ
τ
tanh(b). De
plus la projection de la courbe α ⊂ ΣTa sur ΣTb le long des lignes du gradient de T n’est
autre que la projection de α ⊂ Στtanh(a) sur Στtanh(b) le long des lignes du gradient de τ .
D’apre`s le The´ore`me 5.4.4, la longueur de Sitter l1(α) =
1
1−tanh2(a) l(α), ou` l est la lon-
gueur par rapport a` la me´trique plate. Sa projection Φb−aT (α) est de longueur de Sitter
l1(Φ
b−a
T (α)) =
1
1−tanh2(b) l(Φ
b−a
T (α)). Comme
1
1−tanh2(a) ≤ 11−tanh2(b) et l(α) ≤ l(Φb−aT (α)),
la proposition de´coule.
Nous obtenons ainsi le the´ore`me suivant qui ge´ne´ralise le The´ore`me 4.4.2 dans le cas de
Sitter de dimension 2 + 1 :
The´ore`me 5.5.3. Soit M ' B+0 (S˜)/Γ un espace-temps de Sitter MGHC futur complet de
dimension 2 + 1. Soit T˜cos la fonction temps cosmologique de´finie sur l’espace dS standard
B+0 (S˜). Alors les niveaux Σ
T˜cos
a de la fonction temps cosmologique T˜cos munis de leurs dis-
tances dT˜cosa i.e celles induites par la restriction de la me´trique ambiante de B
+
0 (S˜) a` chaque
niveau ΣT˜cosa , convergent pour la topologie uniforme sur les compacts vers l’espace me´trique
(Σ, dΣ), ou` (Σ, dΣ) est la singularite´ initiale cosmologique du domaine canonique Ω
+
2 associe´
a` B+0 (S˜).
De´monstration. Soit Ω+2 le domaine canonique associe´ a` B
+
0 (S˜). Notons par τ˜cos son temps
cosmologique plat. D’une part graˆce a` la Proposition 5.5.2 la meˆme preuve que pour la
Proposition 3.3.2 permet de montrer que les distances dT˜cosa convergent pour la topologie
uniforme sur les compacts vers une pseudo-distance d0.
D’autre part pour chaque a > 0 on a : dT˜cosa (x, y) =
1
1−tanh2(a)d
τ˜cos
tanh(a)(x, y), ou` d
τ˜cos
tanh(a) est
la distance induite par la restriction de la me´trique plate ambiante au niveau cosmologique
ΣT˜cosa . Ce qui montre que (Σ
T˜cos
a , d
T˜cos
a ) convergent vers la singularite´ initiale cosmologique
(Σ, dΣ).
Corollaire 5.5.4. Soit M un espace-temps de Sitter MGHC futur complet de dimension
2+1. Les niveaux cosmologique de M˜ munis de l’action de pi1(M) convergent pour la topologie
de Gromov e´quivariante vers l’arbre re´el dual a` la lamination ge´ode´sique mesure´e (λ, µ)
associe´e a` M . En particulier les espaces (Γ,ΣT˜cosa , d
T˜cos
a ) convergent spectralement vers l’arbre
re´el dual a` la lamination ge´ode´sique mesure´e (λ, µ) associe´e a` M muni de l’action de Γ.
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De´monstration. Soit M ' B+0 (S˜)/Γ un espace-temps de Sitter MGHC futur complet de
dimension 2 + 1 et Ω+2 le domaine canonique associe´ a` B
+
0 (S˜). D’apre`s le The´ore`me 6.5.3 et
le The´ore`me 4.4.1, les espaces me´triques (ΣT˜cosa , d
T˜cos
a ) convergent pour la topologie uniforme
sur les compacts vers l’arbre re´el dual a` la lamination ge´ode´sique mesure´e (λ, µ) associe´e a`
M . Comme les actions ρa sont toutes identiques, la Proposition 2.7.17 montre que les Γ-
espaces me´triques (ΣT˜cosa , d
T˜cos
a ,Γ, ρa) convergent pour la topologie de Gromov e´quivariante
vers l’arbre re´el dual a` la lamination ge´ode´sique mesure´e (λ, µ) associe´e a` M muni de l’action
de Γ.
La propostion 3.2.16 se ge´ne´ralise a` son tour au cas de Sitter :
Proposition 5.5.5. Soit ΣTa un niveau de la fonction temps cosmologique T . Soit α une
courbe de type espace contenue dans le passe´ de ΣTa . Alors la longueur pour la me´trique de
Sitter de la projection de α le long des lignes du gradient de T est plus grande que celle de
α.
De´monstration. Notons par ξ le gradient du temps cosmologique T et par ΦT son flot associe´.
Notons aussi par N le gradient cosmologique de τ et par Φτ son flot associe´. Soit a un re´el
positif et soit α une courbe contenue dans le passe´ de ΣTa . Conside´rons αa(s) = Φ
a−T (s)(α(s))
la projette´e de α sur ΣTa . On a α˙(s) = T
′(s)ξα(s) +Dαa(s)Φ
T (s)−a
T .α˙a(s). Donc
α˙(s) = τ ′(s)Nα(s) +Dαa(s)Φ
tanh(τ(s))−tanh(a)
τ .α˙a(s).
Il s’en suit
|α˙(s)|21 =
∣∣∣τ ′(s)Nα(s) +Dαa(s)Φtanh(τ(s))−tanh(a)τ .α˙a(s)∣∣∣2
1
.
Et donc
|α˙(s)|21 =
∣∣τ ′(s)Nα(s)∣∣21 + ∣∣∣Dαa(s)Φtanh(τ(s))−tanh(a)τ .α˙a(s)∣∣∣21 .
Ce qui entraine que :
|α˙(s)|21 = −(τ ′(s))2
1
(1− τ2(s))2 +
1
1− τ2(s)
∣∣∣Dαa(s)ΦT (s)−aT .α˙a(s)∣∣∣2 .
Donc,
|α˙(s)|21 ≤
1
1− τ2(s)
∣∣∣Dαa(s)ΦT (s)−aT .α˙a(s)∣∣∣2
Or 11−τ2(s)
∣∣∣Dαa(s)ΦT (s)−aT .α˙a(s)∣∣∣2 ≤ 11−tanh(a)2 |α˙a(s)|2
donc |α˙(s)|21 ≤ |α˙a(s)|21.
Preuve du The´ore`me 5.5.1 Graˆce au corollaire 5.5.4 et a` la Proposition 5.5.5, on peut
reprendre la preuve du The´ore`me 4.5.1 sans aucune modification pour montrer le The´ore`me
5.5.1. 
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Chapitre 6
Comportement asymptotique
dans un espace-temps anti
de-Sitter
Dans ce chapitre on s’inte´resse au comportement asymptotique des niveaux d’une fonc-
tion temps quasi-concave dans un espace-temps localement modele´ sur l’espace anti-de Sitter.
Le but est de ge´ne´raliser les re´sultats 3.3.1, 4.5.1, 5.3.3 et 5.5.1 obtenus dans le cas plat et le
cas de Sitter au cas anti-de Sitter. Nous commenc¸ons par des rappels concernant la classifi-
cation des espaces-temps anti-de Sitter de dimension n+ 1. Ce qui nous permet de montrer
le The´ore`me A dans le cas anti-de Sitter. Nous nous inte´ressons ensuite au cas particulier
de la dimension 2 + 1 ou` nous verrons que comme dans le cas de Sitter, il existe un proce´de´
canonique qui permet de passer des espaces-temps plats aux espaces-temps anti-de Sitter,
pour ensuite montrer le The´ore`me B, dont l’objet est l’e´tude de la convergence Gromov
e´quivariante des niveaux d’une fonction temps quasi-concave en dimension 2 + 1, dans le cas
anti-de Sitter.
6.1 Classification des espaces-temps anti de Sitter
On ne s’inte´resse qu’aux espaces-temps MGHC localement anti-de Sitter. Ils ont e´te´
classifie´s par Mess [38] dans le cas de la dimension 2 + 1 mais les meˆmes arguments se
ge´ne´ralisent aux cas de la dimension quelconque [4].
6.1.1 L’espace anti-de Sitter
Mode`le line´aire de l’espace anti-de Sitter
Conside´rons l’espace R2,n i.e l’espace vectoriel Rn+2 muni de la me´trique q2,n = −du2−
dv2 + dx21 + ...+ dx
2
n de signature (2, n).
De´finition 6.1.1. Le mode`le line´aire de l’espace anti-de Sitter AdSn+1 est le lieu de´fini
par :
AdSn+1 =
{
x ∈ R2,n tel que q2,n(x, x) = −1
}
muni de la me´trique lorentzienne induite par q2,n.
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Remarque 6.1.2. 1) L’application AdSn+1 → S1 × Dn de´finie par :
(u, v, x)→ ( 1√
1 + |x|2
u,
1√
1 + |x|2
v,
x√
1 + |x|2
)
ou` |.| est la norme euclidienne de x, est un diffe´omorphisme entre l’espace anti-de Sitter et
S1 × Dn.
2) Contrairement au cas hyperbolique, l’espace anti-de Sitter est connexe.
3) Le groupe d’isome´trie de AdSn+1 est O(2, n).
Proposition 6.1.3. Les hypersurfaces totalement ge´ode´siques de AdSn+1 sont les compo-
santes connexes des intersections des hyperplans de R2,n avec AdSn+1.
On obtient ainsi deux types d’hypersurfaces totalement ge´ode´siques :
– Les hypersurfaces totalement ge´ode´siques de type espace : ce sont les composantes
connexes des intersections entre AdSn+1 et les hyperplans de type (1, n) de R2,n. Elles
sont isome´triques a` Hn ;
– Les hypersurfaces totalements ge´ode´siques de type temps : ce sont les composantes
connexes des intersections entre les hyperplans de type (2, n−1) et AdSn+1. Elles sont
isome´triques a` AdSn.
On obtient de meˆme trois types de ge´ode´siques :
– Ceux de type espaces : ce sont les intersections entre les hyperplans de type (1, 1) et
AdSn+1. Elles sont isome´triques a` H1 ;
– Ceux de type temps : ce sont les intersections entre les hyperplans de´finies ne´gatifs de
dimension 2 et AdSn+1 ;
– Ceux de type lumie´re : ce sont les intersections entre les hyperplans de´ge´ne´re´s de
dimension 2 et AdSn+1.
Le champ de vecteur v∂/∂u − u∂/∂v est un champ de vecteurs de type temps tangent
a` AdSn+1. Il de´finit donc une orientation chronologique sur AdSn+1. Le groupe O
+(2, n)
des isome´tries de AdSn+1 qui pre´serve cette orientation chronologique n’est autre que la
composante neutre O0(2, n).
Plongement conforme de l’espace anti-de Sitter
Nous allons proce´der comme dans le cas de Sitter. Soit Einn+1 l’espace d’Einstein de
dimension n+ 1. Rapellons qu’il est conforme´ment e´quivalent a` (Sn× S1, dx2− dt2), ou` dx2
est la me´trique ronde de Sn et dt2 celle de S1.
Soit x un vecteur de type espace de R2,n Soit C le cone d’annulation de q2,n. Consi-
de´rons la projection U(x) dans Einn+1 de l’intersection de C et de l’hyperplan affine{
p ∈ R2,n+1 tel que : q2,n(x, p) = 1
}
. Quitte a` composer par un e´le´ment de O(2, n), on peut
supposer que x = (0, , 0, ..., 1).
Conside´rons la section sx : U(x) → C qui envoie chaque rayon de U(x) sur son unique
intersection avec l’hyperplan affine
{
p ∈ R2,n+1 tel que : q2,n(x, p) = 1
}
. Ceci de´finit une
me´trique gsx sur U(x). Dans ce cas (U(x), gsx) est isome´trique au mode`le line´aire AdSn+1
de l’espace anti-de Sitter. D’autre part, l’identification conforme entre Einn+1 et (Sn ×
S1, dx2 − dt2) induit une isome´trie conforme entre AdSn+1 et (Dn × S1, dx2 − dt2). Ainsi on
obtient la proposition suivante :
Proposition 6.1.4. ([16, Proposition 4.16]). Le mode`le line´aire AdSn+1 de l’espace anti-de
Sitter est conforme´ment e´quivalent a` (Dn × S1, dx2 − dt2), ou` dx2 est la me´trique ronde de
Sn et dt2 celle de S1.
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Remarque 6.1.5. L’ensemble des hyperplan de type lumie`re de R2,n constitue le bord de
Penrose de l’espace anti-de Sitter AdSn+1. Ainsi l’espace AdSn+1 ∪ ∂AdSn+1 est confor-
me´ment e´quivalent a` (D¯n × S1, dx2 − dt2). De la meˆme fac¸on on obtient que ∂AdSn+1 est
conforme´ment e´quivalent a` (Sn−1 × S1, dx2 − dt2), ou` dx2 est la me´trique de Sn−1
De´finition 6.1.6. On appelle espace anti-de Sitter universel, qu’on note A˜dSn+1, le reveˆte-
ment universel de l’espace anti-de Sitter AdSn+1 muni de la me´trique lorentzienne releve´e.
De la meˆme manie`re on de´finit le bord universel ∂A˜dSn+1 de l’espace anti-de Sitter comme
e´tant le reveˆtement universel du bord ∂AdSn+1.
Proposition 6.1.7. L’espace anti-de Sitter universel est conforme´ment e´quivalent a` (Dn×
R, dx2 − dt2), ou` dx2 est la me´trique ronde de Sn et dt2 celle de R.
De´monstration. Elle de´coule imme´diatement de la Proposition 6.1.4.
Remarque 6.1.8. Le bord universel ∂A˜dSn+1 de l’espace anti-de Sitter est conforme´ment
e´quivalent a` (Sn−1 × R, dx2 − dt2).
Lemme 6.1.9. Deux points de A˜dSn+1 sont causalement relie´s si et seulement s’ils sont
causalement relie´s dans E˜inn+1.
De´monstration. Soient p et q deux points de A˜dSn+1. Supposons que q est dans le futur
causal de p dans A˜dSn+1. Comme A˜dSn+1 se plonge conforme´ment dans E˜inn+1 p est aussi
dans le futur de p dans E˜inn+1.
Re´ciproquement supposons que q est dans le futur causal de p dans E˜inn+1. On e´crit
p = (xp, tp) (resp q = (xq, tq)) avec xp (resp xq) dans Dn et t (resp tq) dans R. On a donc
tq − tp > dSn(xq, xp), ou` d est la distance de´finie sur S par sa me´trique ronde. Conside´rons
la courbe α de´finie par α(s) = (x(s),
tq−tp
dSn (xq,xp)
s), ou` x(s) est la ge´ode´sique dans Dn reliant
xp et xq. La courbe α est donc une courbe de type temps reliant les deux points p et q dans
A˜dSn+1. Donc q est dans le futur causal de q dans A˜dSn+1.
Remarque 6.1.10. Graˆce au Lemme 6.1.9 on peut facilement voir que l’espace anti-de
Sitter universel A˜dSn+1 n’est pas globalement hyperbolique. En effet, si O repre´sente le point
(0, ..., 0, 1) ∈ Sn, alors l’intervalle J+(O,−pi2 ) ∩ J−(O, pi2 ) est l’ensemble des points (x, t) de
Dn × [−pi2 ,+pi2 ] tels que : |t| ≤ pi2 − dSn(O, x) qui n’est clairement pas compact.
Une autre conse´quence du Lemme 6.1.9 est le corollaire suivant :
Corollaire 6.1.11. Une partie S de A˜dSn+1 est achronale si et seulement si elle est le
graphe d’une application 1-lipschitz d’une partie de Dn dans R. En particulier toute partie
ferme´e achronale sans bord de A˜dSn+1 est le graphe d’une application 1-lipschitz de Dn dans
R.
On obtient aussi le corollaire suivant :
Corollaire 6.1.12. Une partie S de ∂A˜dSn+1 est achronale si et seulement si elle est le
graphe d’une application 1-lipschitz d’une partie de Sn−1 dans R. En particulier toute partie
ferme´e achronale sans bord de ∂A˜dSn+1 est le graphe d’une application 1-lipschitz de Sn−1
dans R.
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Mode`le de Klein de l’espace anti-de Sitter
De´finition 6.1.13. On appelle mode`le de Klein de l’espace anti-de Sitter AdSn+1 la projec-
tion dans S(R2,n) de AdSn+1 munie de la me´trique image directe . On le note ge´ne´ralement
par ADSn+1.
Remarque 6.1.14. Le mode`le de Klein de l’espace anti-de Sitter peut eˆtre vu de manie`re
e´quivalente comme la projection dans S(R2,n) du coˆne
{
p ∈ R2,n tel que q2,n(p, p) < 0
}
. Ce
qui montre que le bord topologique ∂ADSn+1 de ADSn+1 dans S(R2,n) est la projection du
coˆne d’annulation C de q2,n.
Proposition 6.1.15. 1) La projection pi induit une isome´trie entre le mode`le line´aire
AdSn+1 de l’espace anti-de Sitter et son mode`le de Klein ADSn+1.
2) L’isome´trie entre AdSn+1 et ADSn+1 s’e´tend en un home´omorphisme entre ∂AdSn+1∪
AdSn+1 et ∂ADSn+1 ∪ ADSn+1
Les sous espaces totalement ge´ode´siques de ADSn+1 sont les composantes connexes des
intersections entre les sous espaces projectifs et ADSn+1. En particulier les ge´ode´siques de
ADSn+1 sont les composantes connexes des intersections des lignes projectives avec ADSn+1.
Soit P un hyperplan de R2,n de type (1, n). Sa projection S(P ) dans S(R2,n) intersecte
donc ADSn+1 en un sous espace totalement ge´ode´sique de type espace de ADSn+1.
De´finition 6.1.16. Un domaine affine de ADSn+1 est une des deux composantes connexes
de ADSn+1 \ S(P ). Son bord dans ∂ADSn+1 est appele´ bord affine du domaine affine.
Remarque 6.1.17. Un domaine affine de l’espace anti-de Sitter ADSn+1 peut eˆtre de´fini
comme e´tant le sous-ensemble {x ∈ ADSn+1 : 〈x, v〉 < 0}, ou` v est un e´le´ment de ADSn+1.
Remarque 6.1.18. Un domaine affine de ADSn+1 est simplement connexe. Donc on peut
le voir comme une partie de A˜dSn+1 qu’on appele aussi domaine affine de A˜dSn+1.
Soit x un vecteur de ADSn+1 et soit U son domaine affine associe´. On sait que S(R2,n)\v⊥
a deux composantes connexes dont une contenant U , notons la par V . Quitte a` com-
poser par une isome´trie de SO+(2, n), on peut supposer que x = (1, 0, ..., 0). Dans ce
cas la composante connexe V n’est autre que la projection dans S(R2,n) du demi espace
{(u, v, x1, x2, ..., xn) : u > 0}. Ceci permet de de´finir un diffe´omorphisme entre V et Rn+1 :
(u, v, x1, ..., xn)→ 1
u
(v, x1, ..., xn).
Ce qui montre que le domaine affine s’identifie avec la partie
{
y ∈ Rn+1 : q2,n(y, y) < 1
}
.
Dans ce cas le bord affine s’identifie avec
{
y ∈ Rn+1 : q2,n(y, y) = 1
}
.
6.1.2 Domaine re´gulier de l’espace anti-de Sitter : Premie`re de´fini-
tion
Dans cette section on de´finit le domaine re´gulier comme e´tant un sous-ensemble du
mode`le line´aire AdSn+1 de l’espace anti-de Sitter. Soit S˜ une partie ferme´e achronale de
∂A˜dSn+1. Soit S sa projection dans ∂AdSn+1.
De´finition 6.1.19. Le domaine invisible E(S˜) de S˜ dans A˜dSn+1 ∪ ∂A˜dSn+1 est de´fini
par :
E(S˜) = (A˜dSn+1 ∪ ∂A˜dSn+1) \ (J+(S˜) ∪ J−(S˜))
ou` J+(S˜) et J−(S˜) sont respectivement le futur et le passe´ de S˜ dans A˜dSn+1 ∪ ∂A˜dSn+1.
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Proposition 6.1.20. ([4, Remarque 3.5]). Soit E(S˜) un domaine invisible de l’espace anti-
de Sitter. Alors il existe deux fonctions f1 et f2 de´finies sur D
n
a` valeurs dans R telles
que :
E(S˜) =
{
(x, t) ∈ Dn × R : f1(x) < t < f2(x)
}
.
De´monstration. Soit S˜ une partie ferme´e achronale de ∂A˜dSn+1. Il existe donc une appli-
cation 1-lipschitz f : λ → R, ou` λ est un sous-ensemble ferme´ de Sn−1. De´finissons f1, f2
comme suit :
f1(x) = sup
y∈λ
{f(y)− dSn(x, y)} ;
f1(x) = inf
y∈λ
{f(y) + dSn(x, y)} .
Soit (x, t) un e´le´ment de E(S˜). Pour tout y dans λ on a f(y)−dSn(x, y) ≤ t ≤ f(y)+dSn(x, y).
Ce qui montre que E(S˜) =
{
(x, t) ∈ Dn × R : f1(x) < t < f2(x)
}
.
Remarque 6.1.21. Le domaine invisible peut eˆtre vide. En effet, si Λ est une partie de
Sn−1 et f une application 1-lipschitz de´finie sur Λ telles que : Λ contient deux e´le´ments
antipodaux x et −x ve´rifiant f(x) = f(−x) + pi. Alors pour tout y dans Dn on a f1(y) =
f2(y) = f(x) − dSn(x, y). On dit dans ce cas que le ferme´ achronal S˜ = G(f) est purement
de type lumie`re.
Proposition 6.1.22. ([4, Corollaire 7.3]). Soit S˜ une (n−1)-sphe`re topologique de ∂A˜dSn+1
i.e une hypersurface ferme´e achronale de ∂A˜dSn+1. Alors
– Le domaine invisible E(S˜) est contenu dans A˜dSn+1 ;
– E(S˜) ∩ ∂A˜dSn+1 = S˜
De´monstration. Soit S˜ une (n − 1)-sphe`re topologique. Il existe alors une application 1-
lipschitz f : Sn−1 → R telle que G(f) = S˜.
1) Soit maintenant (x, t) dans E(S˜). Supposons que x est dans Sn−1. D’apre`s la Proposition
6.1.20 on a f(x) < t < f(x) ce qui est une contradiction. Donc E(S˜) ⊂ A˜dSn+1.
2) Soit (x, t) dans E(S˜) ∩ ∂A˜dSn+1, alors d’apre`s la Proposition 6.1.20 on a t = f(x) et
donc (x, t) est dans S˜. Re´ciproquement, si (x, t) est tel que t = f(x) alors toujours par la
Proposition 6.1.20 il est force´ment dans E(S˜).
De´finition 6.1.23. On appelle domaine re´gulier de l’espace anti-de Sitter la projection dans
AdSn+1 ∪ ∂AdSn+1 d’un domaine invisible E(S˜), ou` S˜ est une (n − 1)-sphe`re topologique
i.e une hypersurface ferme´e achronale de ∂A˜dSn+1.
Remarque 6.1.24. Comme J+(S˜) ∪ J−(S˜) ne de´pend que de la projection S, le domaine
re´gulier ne de´pend que de la projection S. On peut donc le noter E(S).
Proposition 6.1.25. ([4, Corollaire 3.6]). Soit S˜ un ferme´ achronal non vide de ∂A˜dSn+1
et soit S sa projection dans ∂AdSn+1. Alors la projection du domaine invisible E(S˜) sur le
domaine re´gulier E(S) est bijective.
De´monstration. Soit (x, t) ∈ E(S˜). Par la Proposition 6.1.20 on a f1(x) ≤ t ≤ f2(x).
D’autre part il existe un y ∈ Sn−1 tel que dSn(x, y) ≤ pi2 . Il s’en suit donc que f2(x) ≤
f1(x) + pi. On obtient donc E(S˜) ⊂ {(x, t) : f1(x) ≤ t ≤ f1(x) + pi}. Or la restriction de la
projection a` {(x, t) : f1(x) ≤ t ≤ f1(x) + pi} est bijective. On en de´duit donc que la projection
induit une bijection entre le domaine invisible E(S˜) et le domaine re´gulier E(S).
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Proposition 6.1.26. ([14, Proposition 2.4.13]). Soit S˜ un ferme´ achronal sans bord de
∂A˜dSn+1 qui n’est pas purement de type lumie`re. Alors il existe un ferme´ acausal sans bord
A de A˜dSn+1 tel que ∂A = S˜.
De´monstration. Soit S˜ un ferme´ achronal sans bord de ∂A˜dSn+1. Soit f son application
1-lipschitz associe´e i.e G(f) = S˜. Soit f1 et f2 les deux fonctions de´finies dans la Proposition
6.1.20. On ne perd pas de ge´ne´ralite´ en supposant que les fonction f1 et f2 sont positives.
Soit x un e´le´ment de D¯n. Pour chaque k dans N, de´finissons
hk(x) = max
{
f1(x), (1− 1
k
)f2(x)− 1
k
}
.
On a pour tout k ∈ N, f1 ≤ hk ≤ f2. Donc la se´rie de fonctions h de´finie par :
h(x) =
∑ hk(x)
2k
est absolument convergente. De plus cette fonction ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
1) elle coincident avec f sur Sn−1. En effet, chaque hk est e´gale a` f sur Sn−1 ;
2) la fonction h est contractante : chaque hk est une fonction lipschitz et donc h est 1-
lipschitz. Pour montrer qu’elle est contractante raisonnons par l’absurde. Supposons donc
qu’il existe x1 6= x2 dans D¯n tels que : h(x1)− h(x2) = dSn(x1, x2). Donc∑ hk(x1)− hk(x2)
2k
= dSn(x1, x2).
Or chaque hk est 1-lipschitz, donc on a hk(x1)− hk(x2) = dSn(x1, x2) pour tout k dans N.
D’autre part comme (1 − 1k )f2 − 1k convergent vers f2 quand k tend vers l’infini on
obtient que (1− 1k )f2 − 1k = hk pour k suffisament grand. L’application (1− 1k )f2 − 1k e´tant
contractante on obtient une contradiction. Le graphe de la restriction de h a` Dn est le ferme´
acausal voulu.
Proposition 6.1.27. ([14, Proposition2.6.2]). Soit S˜ un ferme´ achronal sans bord qui n’est
pas purement de type lumie`re. Alors le domaine invisible E(S˜) associe´ a` S˜ est globalement
hyperbolique.
De´monstration. D’apre`s la Proposition 6.1.26 il existe un ferme´ acausal sans bord A de
A˜dSn+1 tel que ∂A = S˜. Montrons que l’inte´rieur du de´veloppement de Cauchy de A est
e´gale a` E(S˜). Notons par f : Sn−1 → R l’application 1-lipschitz dont le graphe est S˜. Notons
aussi par h : Dn → R l’applicaton 1-lipschitz dont le graphe est A.
Montrons d’abord que S˜ est contenu dans l’inte´rieur du de´veloppement de Cauchy de
A. Soit (x, t) dans E(S˜), on a donc f1(x) < t < f2(x). Supposons que t ≤ h(x). Soit
s → (α(s), s) une courbe causale inextensible future oriente´e issue de (x, t) et de´finie sur
[t, a[ avec une limite α(a) dans Sn−1. Comme α est une courbe 1-lipschitz on obtient bien
dSn(x, α(a)) ≤ a − t. Supposons que pour tout s dans [t, a[ on a s < h(α(s)). Par passage
a` la limite on obtient a ≤ h(α(a)) = f(α(a)). Mais comme f1(x) < t, on obtient que
a < t + dSn(x, α(a)) ce qui est en contradiction avec le fait que dSn(x, α(a)) ≤ a − t. Donc
la courbe s → (α(s), s) rencontre force´ment A et donc (x, t) est dans le de´veloppement de
Cauchy de A. Le cas t ≥ h(x) se traite de manie`re analogue.
Re´ciproquement soit (x, t) un e´le´ment de E(S˜)c. On peut supposer sans perdre de
ge´ne´ralite´ que t ≥ f2(x). Si t > f2(x), il existe donc un e´le´ment x′ de Sn−1 ve´rifiant
t > f(x′) + dSn(x, x′). Conside´rons le rayon ge´ode´sique lumie`re de´fini sur [0, dSn(x, x′)]
par :
s→ (α(s), t− s)
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ou` α : [0, dSn(x, x′)]→ Dn est la ge´ode´sique reliant x a` x′. Il est clair que ce rayon ge´ode´sique
e´vite A et donc (x, t) n’est pas dans le de´veloppement de Cauchy de A. Si maintenant
t = f2(x) alors on peut l’approximer par des (xk, tk) ve´rifiants tk > f2(xk). Chacun des
(tk, xk) ne peut eˆtre dans le de´veloppement de Cauchy de A, ce qui entraine que (x, t) ne
peut pas eˆtre dans l’inte´rieur de ce de´veloppement de Cauchy.
6.1.3 Domaine re´gulier de l’espace anti-de Sitter : deuxie`me de´fi-
nition
Dans cette section on de´finit le domaine re´gulier comme e´tant un sous-ensemble du
mode`le de Klein ADSn+1 de l’espace anti-de Sitter.
De´finition 6.1.28. Un coˆne convexe C de R2,n est un convexe stable par multiplication
positive i.e pour tout x dans C et tout λ > 0, λx est dans C.
De´finition 6.1.29. Un coˆne convexe C est dit propre s’il est non vide et s’il ne contient
pas de droite affine.
De´finition 6.1.30. Soit C un coˆne convexe de R2,n. Son dual convexe, qu’on note par C∗,
est de´fini comme e´tant l’ensemble des vecteurs x de R2,n ve´rifiant 〈x, y〉 < 0 pour tout y non
nul dans C¯.
De´finition 6.1.31. Un convexe de S(R2,n) est la projection dans S(R2,n) d’un coˆne convexe
de R2,n. Il est dit propre s’il est projection d’un coˆne convexe propre de R2,n.
Soit C un convexe de S(R2,n) et soit C de R2,n son coˆne convexe associe´.
De´finition 6.1.32. Le dual convexe de C, qu’on note C∗, dans S(R2,n) est la projection
dans S(R2,n) du coˆne dual C∗ de C.
Soit S˜ un ferme´ achronal sans bord de ∂A˜dSn+1 et soit S sa projection dans ∂A˜dSn+1.
D’apre`s la Proposition 6.1.15 la projection pi induit un home´omorphisme entre ∂A˜dSn+1 et
∂ADSn+1 on peut donc voir S comme un sous-ensemble de ∂ADSn+1.
De´finition 6.1.33. On appelle domaine re´gulier de ADSn+1 associe´ a` S le domaine de´fini
comme e´tant le dual convexe de l’enveloppe convexe de S dans S(R2,n). On le note par E(S).
Dans la suite nous allons voir qu’un domaine re´gulier de ADSn+1 est force´ment l’image
par la projection pi d’un domaine re´gulier de AdSn+1. Supposons que S˜ n’est pas purement de
type lumie`re. Soit E(S) le domaine re´gulier associe´ a` S qu’on voit comme un sous-ensemble
de ADSn+1 ∪ ∂ADSn+1.
Lemme 6.1.34. ([13, Lemme 8.27]). Il existe un domaine affine U de ADSn+1 tel que S et
E(S) soient contenus dans U ∪ ∂U
De´monstration. Soit f : Sn−1 → R l’application 1-lipschitz dont le graphe est S˜. Soit (x, t)
tel que f1(x) < t < f2(x). Donc pour tout y, z dans Sn−1, on a
f(z)− dSn(x, z) < t < f(y) + dSn(x, y).
En particulier f(y)− dSn(x, y) < t < f(y) + dSn(x, y) et f(−y)− dSn(x,−y) < t < f(−y) +
dSn(x,−y), ou` y et −y sont deux points antipodaux fixe´s de Sn−1. On a alors
sup(f(y)− dSn(x, y), f(−y)− dSn(x,−y)) < t < min(f(y) + dSn(x, y), f(−y) + dSn(x,−y)).
Ce qui montre que E(S˜) est contenu dans un domaine de Sitter et donc le domaine re´gulier
E(S), qui n’est autre que la projection de E(S˜) dans ADSn+1, est contenu dans un domaine
affine U de ADSn+1.
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Nous aurons aussi besoin de la proposition suivante :
Proposition 6.1.35. ([16, Proposition 4.19], [13, Proposition 5.10]). Soit U un domaine
affine de ADSn+1. Soit p un e´le´ment du bord affine ∂U de U et soit q un e´le´ment de U ∪∂U .
Alors p et q sont causalement relie´s dans U ∪ ∂U si et seulement si 〈p, q〉 ≥ 0.
On obtient en particulier la proposition suivante :
Proposition 6.1.36. Soit S un sous-ensemble de ∂ADSn+1. Alors S est achronal si et
seulement si pour tout p et q dans S on a : 〈p, q〉 ≤ 0.
De´monstration. Soit S˜ un achronal de ∂A˜dSn+1 et soit S sa projection qu’on voit comme un
sous-ensemble de ∂ADSn+1. Par le lemme 6.1.34, il existe un domaine affine U de ADSn+1
tel que S soit contenu dans son bord affine ∂U . Soit p et q deux point de S. Comme il
n’existe pas de courbe temporelle reliant p et q alors par la Proposition 6.1.35 la quantite´
〈p, q〉 est non positive.
Re´ciproquement soit S un sous-ensemble de ∂ADSn+1, si pour tout p et q dans S la
quantite´ 〈p, q〉 est non positive alors par la Proposition 6.1.35 il n’existe pas de courbe
temporelle reliant p a` q et donc S est achronal.
En combinant la de´finition 6.1.23 d’un domaine re´gulier ainsi que le Lemme 6.1.34 et la
Proposition 6.1.35 on obtient la proposition suivante :
Proposition 6.1.37. ([4, Proposition 3.14]). Soit S˜ une sphe`re topologique i.e une hyper-
surface ferme´e achronale de ∂A˜dSn+1 qui n’est pas purement de type lumie`re. Soit S sa
projection dans ∂AdSn+1 qu’on identifie avec son image dans ∂ADSn+1. Alors :
E(S) = {p ∈ ∂ADSn+1 : 〈p, q〉 < 0 pour tout q ∈ S} .
Une autre formulation de la Proposition 6.1.37 est donne´e par la proposition suivante :
Proposition 6.1.38. Soit S˜ une hypersurface ferme´e achronale de ∂A˜dSn+1. Soit E(S) son
domaine re´gulier donne´ par la de´finition 6.1.23 et soit E(S) son domaine re´gulier associe´
donne´ par la de´finition 6.1.33. Alors
E(S) = E(S)
ou` E(S) est vu comme e´tant dans ADSn+1.
Le the´ore`me suivant est duˆ a` Mess [38]. Le re´sultat de Mess a e´te´ prouve´ dans le cadre
de la dimension 2 + 1. Cependant les meˆmes argument restent valables en toute dimension :
The´ore`me 6.1.39. ([4, The´ore`me 3.18]). Tout espace-temps anti-de Sitter maximal globa-
lement hyperbolique spatialement compact de dimension n+ 1 est le quotient d’un domiane
re´gulier de AdSn+1 par un sous groupe discret sans torsion de SO
+(2, n).
6.2 Singularite´ initiale cosmologique d’un espace-temps
anti-de Sitter
Soit M un espace-temps MGHC localement modele´ sur l’espace anti-de Sitter de di-
mension n + 1. Soit E(S) son domaine re´gulier associe´ i.e M ' E(S)/Γ, ou` Γ est un sous
groupe discret sans torsion de SO+(2, n).
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6.2.1 Proprie´te´s du temps cosmologique
Soit S˜ une hypersurface ferme´e achronale de ∂A˜dSn+1 qui se projette sur S. Soit E(S˜)
le domaine invisible associe´ S˜. D’apre`s la Proposition 6.1.25 le domaine invisible E(S˜) et
le domaine re´gulier E(S) sont en bijection. Donc, pour e´tudier les proprie´te´s du temps
cosmologique de E(S), il suffit d’e´tudier celles de E(S˜).
Proposition 6.2.1. ([4, Proposition 4.1]). Le domaine re´gulier E(S) est a` temps cosmolo-
gique re´gulier.
De´monstration. Soit T˜ le temps cosmologique de E(S˜). La Proposition 6.1.20 montre que
E(S˜) est compact dans A˜dSn+1 ∪ ∂A˜dSn+1. Par la Proposition 6.1.22 on a que E(S˜) ∩
∂A˜dSn+1 = S˜. D’autre part pour p dans E(S˜), on a J
−(p) disjoint de S˜. Donc J−(p)∩E(S˜)
est un compact de A˜dSn+1. En d’autres termes J
−(p) ∩ E(S˜) est conforme´ment e´quivalent
a` un domaine compact causalement convexe de (Dn−1 × R, dx2 − dt2) et donc a` temps
cosmologique re´gulier.
6.2.2 Le bord passe´ d’un espace-temps anti-de Sitter
Soit E(S) un domaine re´gulier associe´ a` un ferme´ achronal sans bord de ∂AdSn+1. Le
bord dans AdSn+1 de E(S) est compose´ d’une union disjointe de deux ferme´s achronaux un
dans le futur de l’autre, qu’on note H+(S) et H−(S).
De´finition 6.2.2. On appelle bord a` l’infini passe´ (respectivement futur) du domaine re´gu-
lier E(S), le sous-ensemble H−(S) (respectivement H+(S)).
Remarque 6.2.3. 1) Dans le mode`le conforme (Dn× S1, dx2− dt2), le bord a` l’infini passe´
et le bord a` l’infini futur du domaine re´gulier E(S) correspondent respectivement aux graphes
de l’application f1 et de l’application f2 de´finies dans la Proposition 6.1.20.
2) Vu comme sous-ensemble du mode`le de Klein ADSn+1, le domaine re´gulier E(S) est un
domaine convexe dont le bord n’est autre que la re´union des bords infinis passe´ et futur vu
comme des sous-ensemble de ADSn+1.
Graˆce a` la Remarque 6.2.3 on peut pour un point de H−(S)∪H+(S) parler d’hyperplans
support a` E(S) passant par p. Les sous espaces totalement ge´ode´siques correspondant sont
soit de type espace soit de type lumie`re. Ceci est duˆ au fait que H−(S) et H+(S) sont des
sous-ensembles achronaux.
De´finition 6.2.4. On appelle le passe´ fin, qu’on note E−(S), d’un domaine re´gulier E(S)
le passe´ strict de l’hypersurface cosmologique Tcos =
pi
2 .
La proposition suivante de´crit les points de H−(S) qui re´alisent le temps cosmologique :
Proposition 6.2.5. Soit S˜ une hypersurface ferme´e achronale de ∂A˜dSn+1 qui n’est pas
purement de type lumie`re. Pour tout p dans E−(S) le passe´ fin du domaine re´gulier E(S), il
existe un unique point r(p) de H−(S) re´alisant le temps cosmologique de p i.e la ge´ode´sique
temporelle passe´e inextensible α issue de p et qui a pour point limite le point r(p), ve´rifie
Tcos(p) = −l(α).
De´finition 6.2.6. La fonction r : E−(S) → H−(S) de´finie par la Proposition 6.2.5 est
appele´e fonction de re´traction. L’image de E−(S) par r est appele´e singularite´ initiale passe´e
associe´e au domaine re´gulier E(S). Elle est note´e par Σ−.
La proposition suivante caracte´rise l’ensemble des point de Σ− en terme d’hyperplans
supports :
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Proposition 6.2.7. ([4, Proposition 4.2]).
Supposons que S˜ une hypersurface ferme´e achronale sans bord qui n’est pas purement de
type lumie`re de ∂A˜dSn+1. Soit r0 un point de H−(S). Alors :
– Le point r0 est dans Σ
− si et seulement s’il existe un hyperplan de type espace support
a` E−(S) en r0 ;
– Si C(r0) est l’ensemble des vecteurs unitaires futurs de Tr0ADSn+1 qui sont orthogo-
naux a` un hyperplan support de E−(S) en r0, alors C(r0) est l’enveloppe convexe de
ses e´le´ments lumie`res.
6.3 Comportement asymptotique des niveaux
d’une fonction temps quasi-concave
SoitM un espace-temps anti-de SitterMGHC de dimension n+1. Soit E(S) son domaine
re´gulier associe´ i.e M ' E(S)/Γ, ou` Γ est un sous groupe discret sans torsion de SO+(2, n).
Soit T une fonction temps de Cauchy de´finie sur M . Elle se rele`ve en une fonction temps de
Cauchy Γ invariante de E(S). Notons comme dans le chapitre 3 le flot du gradient de T par
ΦT . Dans cette section nous ge´ne´ralisons le The´ore`mes 3.3.1 de´montre´ pre´ce´demment dans
le cas plat et le cas de Sitter au cas anti-de Sitter. Notons par TE−(S) la restriction de T au
passe´ fin E−(S).
De´finition 6.3.1. Supposons que la fonction temps de Cauchy Γ-invariante TE−(S) est de
classe C2. Alors elle est dite convexe si et seulement si la seconde forme fondamentale de
chaque niveau de TE−(S) est positive.
Les arguments utilise´s pour de´montrer la Proposition 3.2.16 restent valables dans le cas
anti-de Sitter. On obtient ainsi :
Proposition 6.3.2. Soit α : [a, b] → E−(S) une courbe de type espace contenue dans le
passe´ de Σ˜Ta , ou` Σ˜
T
a est le niveau a de la fonction temps TE−(S). Alors la longueur de la
courbe α est infe´rieure a` celle de α1 ou` αa(s) = Φ
a−T (α(s))(α(s)) est la projection de α sur
le niveau Σ˜Ta le long des lignes de ΦT .
La preuve du The´ore`me 3.3.1 e´tant base´e essentielement sur la Proposition 6.3.2-dont la
Proposition 6.3.2 est l’exact analogue dans le cadre anti-de Sitter- et des arguments classiques
qui restent valables pour le cas anti-de Sitter, il se ge´ne´ralise donc sans changement au cas
anti-de Sitter. Nous avons ainsi montrer le The´ore`me A dans le cas anti-de Sitter :
The´ore`me 6.3.3. Si T1 et T2 sont deux fonctions temps de Cauchy Γ-invariantes de´finies
sur E−(S) alors les niveaux respectifs de T1 et de T2 convergent spectralement vers la meˆme
limite.
6.4 Classification des espaces-temps anti-de Sitter de
dimension 2 + 1 via les rotations de Wick
On se place de´sormais dans le cadre de la dimension 2+1. Dans cette section nous allons
classer les espaces-temps MGHC anti-de Sitter via les rotations de Wick. Nous utilisons
ensuite cette relations pour de´montrer le The´ore`me B dans le cadre d’un espace-temps anti-
de Sitter.
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6.4.1 Domaine re´gulier anti-de Sitter associe´ a` un domaine re´gulier
plat
Dans la suite nous allons voir comment obtenir un domaine re´gulier anti-de Sitter a` partir
d’un domaine re´gulier futur complet plat.
The´ore`me 6.4.1. ([18, Proposition 6.2.1]). Soit Ω+0 un domaine re´gulier plat de dimension
2 + 1 et soit g1 sa me´trique plate. Soit Tcos sa fonction temps cosmologique et soit ξTcos son
gradient associe´. Alors il existe une fonction D : Ω+0 → ADS2+1 telle que :
– D est un C1-diffe´omorphisme local ;
– L’image re´ciproque de la me´trique anti-de Sitter par D est une me´trique lorentzienne
g2 sur Ω
+
0 qui coincide avec la me´trique lorentzienne obtenue sur Ω
+ par une rotation
de Wick a` partir de la me´trique lorentzienne plate g1 le long du gradient cosmologique
ξTcos de Ω
+ avec g2 =
1
T 2cos+1
g1 sur RξTcos et g2 = 1(T 2cos+1)2 g1 sur ξ
⊥
Tcos
.
Soit Ω+0 un domaine re´gulier plat muni de sa me´trique plate g0. Conside´rons la me´trique
anti-de Sitter obtenue sur Ω+0 par le The´ore`me 6.4.1, qu’on note par g−1. Notons par M
l’espace-temps anti-de Sitter obtenue comme extension maximale de l’espace-temps anti-de
Sitter (Ω+0 , g−1). Par construction meˆme, l’espace-temps M est un domaine re´gulier E(S) de
l’espace anti-de Sitter. Le the´ore`me suivant montre que le proce´de´ e´tabli lors du the´ore`me
pre´ce´dent et qui consiste a` associer a` chaque domaine re´gulier plat un unique espace-temps
anti-de Sitter s’e´tend au the´ore`me suivant :
The´ore`me 6.4.2. ([18, Proposition 6.3.5]). L’espace-temps (Ω+0 , g−1) coincide avec le passe´
fin E−(S) du domaine re´gulier E(S).
Le The´ore`me 6.4.2 nous procure une corespondance dans une seule direction entre les
domaines re´guliers plats et ceux de l’espace anti-de Sitter. L’objet du the´ore`me suivant est
de montrer que cette correspondance est en fait inversible :
The´ore`me 6.4.3. ([18, The´ore`me 6.4.5]). Soit E(S) un domaine re´gulier anti-de Sitter non
vide et soit g1 sa me´trique anti-de Sitter. Soit τcos son temps cosmologique et ξτcos . Alors :
– 1) L’espace-temps (E−(S), g2), ou` g2 est la me´trique lorentzienne obtenu par une
rotation de Wick sur E−(S) le long du gradient du temps cosmologique τcos a` par-
tir de la me´trique anti-de Sitter g1 de E
−(S) avec g2 = 1cos2(τcos)g1 sur Rξτcos et
g2 =
1
cos4(τcos)
g1 sur ξ
⊥
τcos , est un domaine re´gulier plat futur complet ;
– 2) L’espace-temps obtenu comme une rotation de Wick donne´ par le The´ore`me 6.4.1
sur (E−(S), g2) coincide avec le passe´ fin (E−(S), g1).
Remarque 6.4.4. Il n’est pas difficile de voir que les rotations de Wick donne´es par le
The´ore`me 6.4.1 et le The´ore`me 6.4.3 sont inverses l’une a` l’autre. Cependant tout le pro-
ble`me consiste a` prouver que l’espace-temps plat obtenu par une rotation de Wick a` partir
d’un domaine re´gulier anti-de Sitter est bien un domaine re´gulier plat.
Toute la construction pre´ce´dente peut eˆtre faite de manie`re e´quivariante pour obtenir
ainsi le the´ore`me suivant :
The´ore`me 6.4.5. ([18, The´ore`me1.7.1]). La correspondance entre les domaines re´guliers
plats et les domaines reguliers anti-de Sitter induit une correspondance bijective entre les
espaces-temps MGHC plats futur complets et ceux MGHC localement anti-de Sitter.
Remarque 6.4.6. Quitte a` inverser l’orientation on obtient des re´sultats analogues pour
les espaces-temps passe´s complets.
Corollaire 6.4.7. Il existe une correspondance bijective entre les espaces-temps MGHC
anti-de Sitter futurs complets de dimension 2 + 1 et les laminations ge´ode´siques mesure´e sur
les surfaces hyperboliques compactes.
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On se donne un domaine re´gulier anti-de Sitter E(S). Soit E−(S) son passe´ fin. Notons
par (Ω+0 , g0) l’unique domaine re´gulier plat qui lui est associe´ par le The´ore`me 6.4.2. Rap-
pelons que E−(S) est isome´trique au domaine anti-de Sitter (Ω+0 , g−1) associe´ a` (Ω
+
0 , g0).
Soit Tcos le temps cosmologique de (Ω
+
0 , g0) et τcos le temps cosmologique de E
−(S) ou de
manie`re e´quivalente celui de (Ω+0 , g−1). D’apre`s la Proposition 5.2.6 on sait que le temps
cosmologique τcos est re´gulier. Le but de la proposition suivante est de montrer que le temps
cosmologique τcos est un temps de Cauchy :
Proposition 6.4.8. ([18, Proposition 6.2.2]). Le temps cosmologique τcos de E
−(S) est un
temps de Cauchy. De plus :
τcos = arctan(Tcos).
De´monstration. Rappelons que (Ω+0 , g0) et (Ω
+
0 , g−1) de´signent respectivement le domaine
re´gulier plat et son domaine anti-de Sitter associe´. Soit p un point de Ω+0 et soit v un vecteur
dans TpΩ
+
0 . Supposons que |v|−1 ≤ 0, ou` |.|−1 est la norme pour la me´trique anti-de Sitter
de Ω+−1. Ecrivons v = aN + u, ou` N est le gradient du temps cosmologique Tcos de (Ω
+
0 , g0)
et u est dans N⊥ et a un re´el. On a alors |v|2−1 = −a2 1(1+Tcos(p)2)2 + 11+T 2cos(p) |u|
2
, ou` |.| est
la norme pour la me´trique plate g0 de Ω
+
0 . Or |v|2 = −a2 + |u|2. Il s’en suit :
|v|2 ≤ −a2 1
(1 + Tcos(p)2)2
+
1
1 + T 2cos(p)
|u|2 ≤ 0
et donc v est causal pour la me´trique plate g0 de Ω
+
0 . Ceci montre en particulier que toute
courbe causale pour (Ω+0 , g−1) l’est pour (Ω
+
0 , g0) et donc les niveaux cosmologique de Tcos
sont des hypersurfaces de Cauchy de (Ω+0 , g−1).
Soit α une courbe causale dans (Ω+0 , g−1) passe´e issue d’un point p. Alors c’est une courbe
causale pour la me´trique plate g0 de Ω
+
0 . On l’e´crit donc :
α(s) = Tcos(s)N(s) + r(s)
donc
α˙ = T˙cosN + TcosN˙ + r˙.
Il s’en suit |α˙|2−1 = − T˙
2
cos
(1+T 2cos)
2 +
|TcosN˙+r˙|2
1+T 2cos
et donc − |α˙|2−1 ≤ T˙
2
cos
(1+T 2cos)
2 . Ce qui montre que
τcos(p) ≤ arctan(Tcos(p)).
D’autre part la courbe α(s) = r(p) + sN(p) est une courbe causale de temps propre
arctan(Tcos(p)) pour la me´trique de (Ω
+
0 , g−1). Donc τcos = arctan(Tcos).
Remarque 6.4.9. Comme les lignes de la fonction temps cosmologique Tcos sont les meˆmes
que les lignes de la fonction temps cosmologique τcos, la singularite´ initiale donne´e dans la
de´finition 6.2.6 est la meˆme que celle donne´e dans la de´finition 3.1.21.
De´finition 6.4.10. Soit E(S) un domaine re´gulier anti-de Sitter et soit Ω+0 l’unique do-
maine re´gulier plat qui lui est associe´. On appelle singularite´ initiale cosmologique associe´e
a` E(S) la singularite´ initiale cosmologique associe´e a` Ω+0 .
6.5 Convergence Gromov e´quivariante des niveaux d’un
temps quasi-concave
Dans cette partie nous allons montrer le The´ore`me B dans le cas anti-de Sitter. Plus
pre´cise´ment nous montrons le the´ore`me suivant :
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The´ore`me 6.5.1. Soit M un espace-temps anti-de Sitter MGHC futur complet de dimen-
sion 2 + 1. Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave C2. Alors les niveaux de T
convergent pour la topologie de Gromov e´quivariante vers l’arbre re´el dual a` la lamination
ge´ode´sique mesure´e (λ, µ) associe´e a` M . De plus la limite ne de´pend pas de la fonction temps
choisie.
Soit Ω+0 un domaine re´gulier futur complet. Munissons Ω
+
0 de la me´trique anti-de Sitter
obtenue par une rotation de Wick canonique a` partir de la me´trique plate de Ω+0 comme
dans 6.4.1. On note respectivement par g0 et par g−1 la me´trique plate et la me´trique anti-de
Sitter de´finie sur Ω+0 . Soit τcos la fonction temps cosmologique de l’espace (Ω
+
0 , g−1) et soit
Tcos la fonction temps cosmologique de l’espace (Ω
+
0 , g0). La proposition suivante est une
ge´ne´ralisation de la Proposition 4.3.9 dans le cas anti-de Sitter :
Proposition 6.5.2. Soient Στcosa et Σ
τcos
b deux niveaux de la fonction temps τcos de (Ω
+
0 , g−1)
avec a < b. Soit αa une courbe Lipcshitz contenue dans le niveau Σ
τcos
a . Alors la projection
αb de αa sur Σ
τcos
b le long des lignes du flot du gradient de τcos est de longueur l−1(αb)
supe´rieure a` 1+tan
2(a)
1+tan2(b) l−1(αa).
De´monstration. D’apre`s la Proposition 6.4.8 on a Tcos = tan(τcos), donc les niveaux cos-
mologique Στcosa et Σ
τcos
b de τcos correspondent respectivement aux niveaux cosmologique
ΣTcostan(a) et Σ
Tcos
tan(b). De plus la projection de la courbe αa ⊂ Στcosa sur Στcosb le long des lignes
du gradient de τcos n’est autre que la projection de αa ⊂ ΣTcostan(a) sur ΣTcostan(b) le long des
lignes du gradient de Tcos. D’apre`s le The´ore`me 6.4.1 on a l−1(αa) = 11+tan2(a) l(αa), ou` l
est la longueur par rapport a` la me´trique plate et l−1 par rapport a` celle anti-de Sitter.
Sa projection Φb−aτcos(αa) est de longueur de Sitter l−1(Φ
b−a
τcos(αa)) =
1
1+tan2(b) l(Φ
b−a
τcos(αa)). Or
l(Φb−aτcos(αa)) ≥ l(αa). Donc
l−1(Φb−aτcos(αa)) ≥
1 + tan2(a)
1 + tan2(b)
l−1(αa).
Nous obtenons ainsi le the´ore`me suivant qui ge´ne´ralise le The´ore`me 4.4.2 dans le cas
anti-de Sitter de dimension 2 + 1 :
The´ore`me 6.5.3. Soit M ' E(S)/Γ un espace-temps anti-de Sitter MGHC de dimension
2+1. Soit τcos la fonction temps cosmologique de´finie sur le domaine re´gulier E(S). Alors les
niveaux Στcosa pour a <
pi
2 , de la fonction temps cosmologique τcos munis de leurs distances
dτcosa i.e celles induites par la restriction de la me´trique ambiante de E(S) a` chaque niveau
Στcosa , convergent pour la topologie uniforme sur les compacts vers l’espace me´trique (Σ, dΣ),
ou` (Σ, dΣ) est la singularite´ initiale cosmologique associe´e a` E(S).
De´monstration. Soit (Ω+0 , g−1) le domaine anti-de Sitter associe´ a` E(S) (voir The´ore`me
6.4.1). Notons par Tcos son temps cosmologique plat i.e le temps cosmologique de (Ω
+
0 , g0).
On a pour chaque 0 < a < pi2
dτcosa (x, y) =
1
1 + tanh2(a)
dTcostan(a)(x, y)
, ou` dTcostan(a) est la distance induite par la restriction de la me´trique plate ambiante au niveau
cosmologique ΣTcosa Comme les distances d
Tcos
tan(a) convergent vers dΣ quand a tend vers 0, les
distances sur les compacts dτcosa elles aussi convergent uniforme´ment vers dΣ. Ce qui montre
que (ΣTcosa , d
Tcos
a ) convergent vers la singularite´ initiale cosmologique (Σ, dΣ).
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En combinant le The´ore`me 6.5.3 et le The´ore`me 4.4.1 on obtient le corollaire suivant :
Corollaire 6.5.4. Les niveaux cosmologiques d’un espace-temps anti-de Sitter MGHC futur
complet M de dimension 2 + 1 convergent pour la topologie de Gromov e´quivariante vers
l’arbre re´el dual a` la lamination ge´ode´sique mesure´e (λ, µ) associe´e a` M .
Proposition 6.5.5. Soit Στcosa un niveau de la fonction temps cosmologique τcos. Soit α une
courbe de type espace contenue dans le passe´ de Στcosa . Alors la longueur pour la me´trique
anti-de Sitter de la projection de α le long des lignes du gradient de τcos est plus grande que
(1 + tan(a)2)l(α).
De´monstration. Notons par ξ le gradient du temps cosmologique τcos et par Φτcos son flot
associe´. Notons aussi par N le gradient cosmologique de Tcos et par ΦTcos son flot associe´.
Soit a un re´el positif infe´rieur a` pi2 et soit α une courbe contenue dans le passe´ de Σ
τcos
a .
Conside´rons αa(s) = Φ
a−τ(s)
τcos (α(s)) la projection de α sur Σ
τcos
a . On a α˙(s) = τ
′
cos(s)ξα(s) +
Dαa(s)Φ
τcos(s)−a
τcos .α˙a(s). Donc
α˙(s) = T ′cos(s)Nα(s) +Dαa(s)Φ
tan(Tcos(s))−tan(a)
Tcos
.α˙a(s).
Il s’en suit
|α˙(s)|2−1 =
∣∣∣T ′cos(s)Nα(s) +Dαa(s)Φtan(Tcos(s))−tan(a)Tcos .α˙a(s)∣∣∣21 ,
et donc
|α˙(s)|2−1 =
∣∣T ′cos(s)Nα(s)∣∣2−1 + ∣∣∣Dαa(s)Φtan(Tcos(s))−tan(a)Tcos .α˙a(s)∣∣∣2−1 .
Ce qui entraine que :
|α˙(s)|2−1 = −(T ′cos(s))2
1
(1 + T 2cos(s))
2
+
1
1 + T 2cos(s)
∣∣∣Dαa(s)Φτcos(s)−aτcos .α˙a(s)∣∣∣2 .
Donc,
|α˙(s)|2−1 ≤
1
1 + T 2cos(s)
∣∣∣Dαa(s)Φτcos(s)−aτcos .α˙a(s)∣∣∣2 .
Or 11+T 2cos(s)
∣∣∣Dαa(s)Φτcos(s)−aτcos .α˙a(s)∣∣∣2 ≤ 1+tan(a)21+T 2cos(s) 11+tan(a)2 |α˙a(s)|2
donc |α˙(s)|2−1 ≤ (1 + tan(a)2) |α˙a(s)|2−1.
Preuve du The´ore`me 6.5.1 Graˆce au corollaire 6.5.4 et a` la Proposition 6.5.5, on peut
reprendre la preuve du The´ore`me 4.5.1 sans grande modification pour montrer le The´ore`me
6.5.1. 
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Chapitre 7
Comportement asymptotique
dans un espace-temps plat de
dimension supe´rieure a` 2+1
Dans ce chapitre on s’inte´resse aux espaces-temps plats de dimension supe´rieure a` trois.
Nous allons e´tudier le comportement asymptotique des niveaux d’un temps quasi-concave
donne´. Nous donnons dans un premier temps une ge´ne´ralisation du The´ore`me 4.5.1 obtenu
dans le cadre d’un espace-temps plat de dimension 2+1 (voir chapitre 4). Un premier re´sultat
obtenu dans ce sens est duˆ a` L. Andersson [3], ou` il a e´tudie´ le comportement asymptotique
des niveaux de la fonction temps CMC dans le cas tre`s restrictif des espaces-temps simpli-
ciaux de dimension quelconque. L’autre cas de figure que nous allons e´tudier est celui du
comportement asymptotique au voisinage de l’infini. Ce travail a e´te´ fait dans le cadre du
temps cosmologique par F. Bonsante [25], nous le ge´ne´ralisons aux temps quasi-concaves.
Tout au long de ce chapitre nous fixons 0 comme origne de l’espace de Minkowski et nous
conside´rons Hn comme e´tant plonge´e dans l’espace de Minkowski.
7.1 espaces-temps MGHC e´le´mentaires et comporte-
ment asymptotique
7.1.1 espaces-temps de translations
On se place dans l’espace de Minkowski R1,n de dimension n + 1. Soient v1, v2,..., vn
une famille de n vecteurs de type espace de R1,n line´airement inde´pendants. Notons par P
le n-hyperplan de type espace engendre´ par cette famille.
De´finition 7.1.1. On appelle groupe de translation de l’espace de Minkowski le groupe
discret engendre´ par les translations de vecteurs v1, v2,..., vn. On le note par G.
Proposition 7.1.2. L’action de G sur R est libre et proprement discontinue.
De´monstration. Le fait que l’action soit libre de´coule imme´diatement du fait que les vecteurs
v1, v2,..., vn sont line´airement inde´pendants. Soit maintenant K un compact de R1,n. Il existe
donc une constante C > 0 telle que pour tout g dans G ve´rifiant gK ∩K 6= ∅ on a ||g|| ≤ C,
ou` ||.|| est la norme euclidienne de Rn+1. Or G est groupe discret donc {g ∈ G : ||g|| ≤ C}
est un ensemble fini.
Notons par M(G) l’espace-temps quotient R1,n/G.
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De´finition 7.1.3. L’espace-temps M(G) est appele´ espace-temps de translation.
Proposition 7.1.4. Un espace-temps de translation est globalement hyperbolique spatiale-
ment compact maximal.
De´monstration. Soit M(G) un espace de translation et soit P son hyperplan de type espace
associe´. Il existe n dans Hn tel que n⊥ = P . Conside´rons alors la fonction R1,n → R de´finie
par T˜ (x) = −〈n, x〉 pour tout x dans R1,n. Les niveaux de cette fonction sont des hyperplans
affines de type espace de l’espace de Minkowski. Donc c’est une fonction temps de Cauchy.
D’autre part elle est invariante par l’action du groupe G, elle se projette donc en une fonction
temps T : M(G) → R au quotient. De plus comme les courbes causales inextensibles de
M(G) sont les projete´es des courbes causales inextensibles de R1,n, la projection T est une
fonction temps de Cauchy de M(G). Donc M(G) est globalement hyperbolique.
La fonction T˜ est l’unique fonction temps de Cauchy quasi-concave de R1,n qui soit G-
invariante. En effet, soit S˜ une hypersurface de Cauchy convexe et G-invariante. Pour chaque
p dans S˜, notons par Pp l’hyperplan support a` S˜ en p. On a alors deux cas de figures :
1) Soit il existe un p dans S˜ tel que Pp n’est pas paralle`le a` P : dans ce cas
⋂
g∈G gI
+(Pp) = ∅
mais I+(S˜) ⊂ ⋂g∈G gI+(Pp), donc ce cas est impossible ;
2) Le deuxie`me est celui ou tout les hyperplans Pp sont paralle`les a` P et dans ce cas S˜ est
exactement P .
Par passage au quotient on obtient que les niveaux de la fonction temps T sont des
tores euclidiens totalement ge´ode´siques. Ceci rend l’e´tude du comportement asymptotique
des niveaux de T˜ (ou T ) triviale. On a ainsi :
Proposition 7.1.5. Soit M(G) un espace de translation. Alors les niveaux de T convergent
quand t tend vers l’infini (+∞ ou −∞) vers le tore euclidien P/G.
7.1.2 espace-temps de Misner
On conside`re l’espace de Minkowski R1,n avec la forme quadratique q1,n = −dx20 +
dx21 + ... + dx
2
n. Notons par P l’hyperplan de type espace de codimension 2 de´fini par :
P =
{
(x0, x1, ..., xn) ∈ R1,n tel que x0 = x1 = 0
}
. Soit G le sous groupe de SO+(1, n)nR1,n
de´fini par : pour chaque e´le´ment g de G :
– 1) la partie line´aire de g agit trivialement sur P ;
– 2) la partie de translation de g appartient a` P .
Le sous groupe G est un groupe libre abe´lien de rang n. En d’autres termes c’est un sous
groupe isomorphe a` Rn.
Conside´rons le domaine re´gulier futur complet Ω+ de´fini par :
Ω+ = I+(P ).
Proposition 7.1.6. Le groupe G agit librement et proprement discontinuement sur Ω+. 
Soit T˜cos : Ω
+ → R la fonction temps cosmologique de Ω+. Le domaine Ω+ s’e´crit : Ω+ ={
(x0, x1, ..., xn) ∈ R1,n tel que − x20 + x21 < 0 et x0 > 0
}
. La fonction T˜cos s’e´crit alors
T˜ (x0, x1, ..., xn) =
√
x20 − x21.
La fonction temps cosmologique T˜cos est un temps de Cauchy concave G-invariante. Ses
niveaux sont exactement les orbites de l’action de G sur Ω+.
De´finition 7.1.7. Soit Γ un re´seau uniforme de G. On appelle espace-temps de Misner,
qu’on note M+(Γ), l’espace-temps de´fini par Ω+/Γ.
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Proposition 7.1.8. Un espace-temps de Misner M+(Γ) est un espace-temps maximal glo-
balement hyperbolique spatialement compact futur complet.
Remarque 7.1.9. De manie`re analogue on peut de´finir l’espace-temps de Misner passe´
complet M−(Γ).
La projection Tcos de la fonction temps T˜cos dans M
+(Γ) est fonction temps de Cauchy.
Le sous groupe Γ e´tant isomorphe a` Zn les niveaux de t sont des tores euclidiens plats.
Cependant contrairement aux espaces de translations ces tores ne sont pas totalement ge´o-
de´siques.
Proposition 7.1.10. Soit M+(Γ) ' Ω+/Γ un espace-temps de Misner futur complet. Pour
chaque a > 0 notons par ΣTcosa le niveau dans Ω
+ de la fonction temps cosmologique Tcos
correspondant a` la valeur cosmologique a et par dTcosa sa distance induite par la me´trique
lorentzienne ambiante. Alors :
– 1) les Γ-espaces me´triques (ΣTcosa , d
Tcos
a ,Γ) convergent pour la topologie de Gromov
e´quivariante, quand a tend vers 0, vers le Γ espace me´trique (P, deuc,Γ).
– 2) les Γ-espaces me´triques normalise´s (ΣTcosa ,
1
ad
Tcos
a ,Γ) convergent pour la topologie de
Gromov e´quivariante, quand a tend vers 0, vers le Γ espace me´trique (H1, dH1 , L(Γ)),
ou` L(Γ) est la partie line´aire de Γ.
De´monstration. Notons respectivement par N et r la fonction normale et l’application re-
traction associe´ a` Ω+. Il n’est pas difficile de voir que Ω+ est isome´trique a` H1 × P muni
de la me´trique gP − t2gH1 . On obtient alors que la distance dTcosa (p, q) = deuc(r(p), r(q)) +
Tcos(p)dH1(Np, Nq). La proposition s’en suit alors.
7.2 Une autre fac¸on de voir les espaces-temps non e´le´-
mentaires
Dans §3.1.3 nous avons e´tudie´ les proprie´te´s des espaces-temps MGHC non e´le´mentaires.
On a vu qu’ils sont obtenus comme quotients de domaines re´guliers de l’espace de Minkowski
par un sous groupe discret de SO+(1, n)nR1,n. Une famille particulie`re de tels espaces est
celle des espaces-temps standarts i.e ceux obtenus comme quotient d’un domaine re´gulier
par une de´formation affine d’un re´seau uniforme de SO+(1, n). Dans [9] une autre fac¸on de
voir les espaces-temps MGHC non e´le´mentaires est de´crite ; c’est un proce´de´ qui permet
d’obtenir tous les espaces MGHC non e´le´mentaires a` partir des standarts.
Soit (M, gM ) un espace-temps plat de dimension n+ 1 et soit Tk un tore euclidien plat
muni de la me´trique gTk induite par celle de Rk. Sur la varie´te´ produit M˜ × Tk conside´rons
la me´trique lorentzienne plate g de´finie comme e´tant la somme directe de la me´trique gM et
gTk .
Pour chaque morphisme ρ : pi1(M)→ Tk du groupe fondamental pi1(M) dans le groupe
Tk des translations de Tk conside´rons l’action de pi1(M) sur M˜ × Tk de´finie par :
γ.(p, x) = (γp, x+ ρ(γ)).
Cette action est libre et proprement discontinue. De plus elle pre´serve la me´trique lorent-
zienne g.
De´finition 7.2.1. On appelle suspension plate de l’espace-temps (M, gM ) associe´e au mor-
phisme ρ, l’espace-temps quotient de M˜ × Tk par l’action diagonale de pi1(M). On le note
par Mρ.
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Remarque 7.2.2. Notons que la projection p : M˜ × Tk → Mρ de M˜ × Tk sur Mα est un
reveˆtement.
Soit p1 : Mρ →M la projection de Mρ sur M .
Proposition 7.2.3. Soit T : M → R une fonction temps de Cauchy de M , alors T ◦ p1 est
une fonction temps de Cauchy de Mρ.
De´monstration. Il suffit de montrer que les courbes causales inextensibles de M sont les
projections par p1 des courbes causales inextensibles de Mρ. Notons de´ja` que les courbes
causales de M sont exactement les projections de celles de M˜ . En effet, si α est une courbe
causale de M , notons par (α˜, x0) la courbe qui a` chaque s associe (α˜(s), x0) de M˜ × Tk
ou` α˜ est un releve´ de α dans M˜ , et x0 un e´le´ment de Tk fixe´. La projection par p1 de la
courbe causale p◦(α˜, x0) n’est autre que α. Re´ciproquement, si α¯ une courbe causale de Mρ,
sa projection est e´videmment causale. Donc les courbes causales de M sont exactement les
projections par p1 des courbes causales de M .
Si maintenant α est une courbe causale inextensible de M , alors par la Remarque 7.2.2
toute courbe de la forme p ◦ (α˜, x0) est inextensible. Re´ciproquement, soit α¯ une courbe
causale inextensible de Mρ. Notons par α sa projection p1 ◦ α¯ . Il reste donc a` montrer
qu’elle est inextensible. Supposons que ce n’est pas le cas, elle admet donc un point limite,
disons passe´, y. On peut rajouter alors une portion β a` la courbe α de sorte que la courbe
α ∪ β soit une courbe causale contenant le point limite y et prolongeant α. Les fibres de p1
e´tant des tores, donc compactes, la pre´image par p1 de la portion β est un compact. Il s’en
suit que α admet un point limite passe´ et donc contradiction. De manie`re analogue on traite
le cas d’un point limite futur.
Re´ciproquement :
Proposition 7.2.4. Soit T¯ : Mρ → R une fonction temps de Cauchy de Mρ, alors il existe
une fonction temps de Cauchy T : M → R telle que : T¯ = T ◦ p1.
De´monstration. Soit T¯ : Mρ → R une fonction temps de Cauchy de´finie sur Mρ. Le groupe
Tk agit par translation sur le deuxie`me facteur de M˜ × Tk. De plus cette action commute
avec celle du pi1(M), donc Tk agit naturellement sur Mρ. On de´finit la fonction T : M → R
par :
Φ(p) =
∫
Tk
T (x.p)dx.
ou` dx est la mesure de Haar de Tk. Il existe alors une unique fonction T : M → R telle que
T ◦ p1 = T¯ . On obtient facilement que la fonction T est une fonction temps de Cauchy.
On obtient donc le corollaire suivant :
Corollaire 7.2.5. L’espace-temps M est globalement hyperbolique si et seulement si Mρ est
globalement hyperbolique.
Le the´ore`me suivant est un the´ore`me de classification qui relie les espaces-temps standard
et les espaces-temps non e´le´mentaires :
The´ore`me 7.2.6. [9, The´ore`me 1.2] Un espace-temps MGHC plat est a` reveˆtements finis
pre`s une suspension plate d’un espace-temps s.
Corollaire 7.2.7. Un espace-temps MGHC plat est a` reveˆtements finis pre`s, un espace de
translation, un espace de Misner ou la suspension plate d’un espace-temps standard.
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7.3 Comportement asymptotique dans le passe´
Le but de cette section est de montrer les The´ore`mes C et D. Plus pre´cise´ment, nous
montrons le the´ore`me suivant :
The´ore`me 7.3.1. Soit M ' Ω+/Γ un espace-temps plat globalement hyperbolique spatia-
lement compact maximal non e´le´mentaire de dimension quelconque, ou` Ω+ est un domaine
re´gulier futur complet et Γ un sous groupe discret sans torsion de SO+(1, n)nR1,n. Notons
respectivement par (Σ, dΣ), (Σ
F, dFΣ ) et (∂Ω
+/ ∼, d¯∂Ω+) la singularite´ initiale, son comple´te´
et l’horizon associe´e a` M . Soit T une fonction de Cauchy C2 quasi-concave de´finie sur M˜ .
Alors :
– (Σ, dΣ) se plonge isome´triquement dans (∂Ω
+/ ∼, d¯∂Ω+) qui a` son tour se plonge
isome´triquement dans (ΣF, dFΣ ) ;
– pour tout x et y dans Σ il existe une unique ge´ode´sique α de (∂Ω+/ ∼, d¯∂Ω+) reliant
x a` y ;
– l’espace me´trique (ΣF, dFΣ ) est un espace CAT (0) ;
– Les niveaux de la fonction temps T munis de l’action isome´trique de pi1(M) convergent
pour la topologie de Gromov e´quivariante vers le comple´te´ (ΣF, dFΣ ) de la singularite´
initiale (Σ, dΣ). En particulier, la limite ne de´pend pas de la fonction temps choisie.
Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet muni d’une action isome´trique d’un sous
groupe discret Γ de SO+(1, n)nR1,n. Notons par ∂Ω+ son bord topologique. Soit Σ ⊂ ∂Ω+
la singularite´ initiale associe´e a` Ω+ et soit dΣ la distance de´finie sur Σ comme dans 4.4.2.
Soit Tcos la fonction temps cosmologique de Ω
+. Notons par ΣTcosa , ou` a > 0, les niveaux de
Tcos.
Lemme 7.3.2. ([25, Lemme 3.11]). Le bord ∂Ω+ du domaine re´gulier Ω+ est le graphe
d’une application convexe 1-Lipschitz f : Rn → R.
Le Lemme 7.3.2 nous permet de de´finir une pseudo-distance sur ∂Ω+. En effet, les vec-
teurs tangents des courbes 1-Lipschitz contenues dans ∂Ω+ sont de norme positive ou nulle.
On de´finit alors la pseudo-distance comme suit : pour tout p et q dans ∂Ω+
d∂Ω+(p, q) = inf
{
l(α) ou` α est une courbe 1-lipschitzienne contenue dans ∂Ω+ reliant p et q
}
.
Notons par (∂Ω+/ ∼, d¯∂Ω+) le me´trise´ du pseudo-espace me´trique (∂Ω+, d∂Ω+).
Proposition 7.3.3. L’espace me´trique (∂Ω+/ ∼, d¯∂Ω+) est un espace de longueur.
De´monstration. La structure de longueur induite, sur ∂Ω+, par la me´trique ambiante de l’es-
pace de Minkowski est une pseudo-structure de longueur (voir de´finition 2.2.11). Le corollaire
2.2.14 montre donc que (∂Ω+/ ∼, d¯∂Ω+) est un espace de longueur.
La proposition suivante montre que l’inclusion de Σ dans ∂Ω+/ ∼ est un plongement
isome´trique une fois qu’ils sont munis de leurs distances respectives dΣ et d¯∂Ω+
Proposition 7.3.4. ([25, Proposition 7.8]). Pour tout x, y dans Σ on a : dΣ(x, y) =
d¯∂Ω+(x, y).
Nous allons montrer la proposition suivante :
Proposition 7.3.5. Pour tout x et y dans Σ, il existe une ge´ode´sique dans (∂Ω+/ ∼, d¯∂Ω+)
reliant x a` y
Nous commenc¸ons par montrer le lemme suivant :
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Lemme 7.3.6. On se place dans l’espace de Minkowski R1,n et soit n1, n2 dans Hn avec
n1 6= n2. Alors l’ensemble K de´fini par :
K = {v ∈ dSn tel que 〈v, n1〉 ≥ 0 et 〈v, n2〉 ≤ 0}
est pre´compact.
De´monstration. Soit n1 et n2 dans Hn et v dans R1,n tel que |v|2 = 1. Supposons que :
〈v, n1〉 ≥ 0 et 〈v, n2〉 ≤ 0. Le vecteur v s’e´crit v = −〈v, n1〉n1 + v1, ou` v1 est dans n⊥1 . On
a alors :
−〈v, n1〉2 + |v1|2 = 1
et donc
||v||2 = 1 + 2 〈v, n1〉2
ou` ||.|| est la norme euclidienne de Rn+1. Donc pour montrer que v reste dans un compact,
il faut montrer que 〈v, n1〉 est borne´ inde´pendament de v.
De manie`re analogue on e´crit n2 = −〈n1, n2〉n1 + u1, ou` u1 est dans n⊥1 . Donc
−(〈n2, n1〉)2 + |u1|2 = −1.
D’autre part, on a 〈v, n2〉 ≤ 0 et donc
−〈n1, n2〉 〈n1, v〉+ 〈v1, u1〉 ≤ 0
ceci entraine que
0 ≤ 〈v, n1〉 ≤ 〈v1, u1〉〈n1, n2〉 .
On e´crit v1 = −〈v1, u1〉u1 + v′1, ou` v′1 est dans n⊥1 ∩ u⊥1 . Donc
−〈v, n1〉2 + 〈v1, u1〉2 + |v′1|2 = 1.
Il s’en suit donc que
− 〈v1, u1〉
2
〈n1, n2〉2
+ 〈v1, u1〉2 + |v′1|2 ≤ 1
et donc
〈v1, u1〉2 ≤ 〈n1, n2〉
2
〈n1, n2〉2 − 1
ce qui montre que
0 ≤ 〈v, n1〉 ≤ 1√
〈n1, n2〉2 − 1
.
Nous aurons besoin du lemme suivant :
Lemme 7.3.7. [25, Lemme 7.7] Soit R1,n l’espace de Minkowski. Soit φ : Rn → R une
fonction de classe C1 1-Lipschitz convexe. Alors pour tout O dans Rn minimum de φ et
pour tout y dans Rn, il existe une ge´ode´sique α(s) = (φ(x(s)), x(s)) dans G(f), le graphe de
φ, reliant (φ(O), O) et (φ(y), y) telle que φ(s) = φ(x(s)) est une fonction croissante. 
Nous obtenons comme conse´quence du Lemme 7.3.7 la proposition suivante :
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Proposition 7.3.8. Pour a > 0 soit p et q dans ΣTcosa . Soit α : [0, l]→ ΣTcosa la ge´ode´sique
de ΣTcosa reliant p a` q. Alors pour tout s dans [0, L] on a
〈α˙(s), Np〉 ≤ 0 et 〈α˙(s), Nq〉 ≥ 0
ou` Np et Nq sont les normales de Σ
Tcos
a en p et q.
De´monstration. On se place dans un syste`me de coordonne´es (x0, x1, ..., xn) tel que p =
(0, ..., 0) et Np = (1, 0, ..., 0). L’hypersurface Σ
Tcos
a est alors le graphe d’une fonction φ :
Rn → R C1 1-Lipschitz convexe. Conside´rons la fonction f : [0, L] → R de´finie par :
f(s) = 〈α(s), Np〉. On a alors f(s) = −φ(s) et donc 〈α˙(s), Np〉 = f˙(s) = −φ˙(s). Or d’apre`s
le Lemme 7.3.7, φ est croissante, il s’en suit donc que 〈α˙(s), Np〉 ≤ 0.
Le meˆme raisonnement applique´ a` la courbe β(s) : [0, l] → ΣTcosa de´finie par β(s) =
α(l − s) montre que 〈α˙(s), Np〉 ≥ 0.
Preuve de la Proposition 7.3.5. Notons par Σ la fermeture de Σ dans ∂Ω+ et par
pi : ∂Ω+ → ∂Ω+/ ∼ la projection de ∂Ω+ dans le me´trise´ de ∂Ω+. Notons aussi par deuc
la me´trique euclidienne usuelle de Rn+1. Remarquons de´ja` que si K est un compact de
∂Ω+, alors pi(K) est un compact du me´trise´ Ω+/ ∼ muni de sa distance d¯∂Ω+ . En effet, si
(xi)i∈N est une suite d’e´le´ments de K, alors quitte a` extraire une sous suite on peut supposer
qu’elle converge vers un x dans K. Or la pseudo-distance d∂Ω+ est majore´e par la distance
euclidienne deuc de Rn+1, ce qui montre que les xi converge aussi vers x pour d∂Ω+ et donc
pi(K) est compact.
Maintenant soient p et q dans XTcos l’espace des lignes du gradient cosmologique. On
veut montrer qu’il existe une ge´ode´sique dans (∂Ω+/ ∼, d¯∂Ω+) qui relie r(p) et r(q). On
distingue deux cas :
1) Si Np = Nq alors par la Proposition 3.1.27 r(p)+s(r(p)−r(q)) est contenu dans ∂Ω+ pour
tout s dans [0, 1] et donc r(p)+s(r(p)−r(q)) est clairement une ge´ode´sique de (∂Ω+/ ∼, d¯∂Ω+)
reliant r(p) et r(q).
2) Si maintenant Np 6= Nq. Notons par L la structure de longueur de´finie sur ∂Ω+/ ∼ par la
distance d¯∂Ω+ et par L celle induite par la me´trique ambiante de Minkowski. Notons enfin
par Leuc la structure de longueur de´finie sur Rn+1 par la distance euclidienne deuc. Pour
tout 0 < a < 1, soit αa : [0, la] → ΣTcosa la ge´ode´sique de ΣTcosa reliant p et q i.e reliant
le point d’intersection de p avec ΣTcosa avec celui de l’intersection de q avec Σ
Tcos
a . Par la
Proposition 7.3.8 on a : pour tout 0 < a < 1, pour tout s dans [0, la] :
〈α˙a(s), Np〉 ≤ 0 et 〈α˙a(s), Nq〉 ≥ 0.
Il s’en suit donc, par le Lemme 7.3.6, qu’il existe un compact K ⊂ dSn ⊂ Rn+1 tel que :
pour tout 0 < a < 1, pour tout s dans [0, la], les α˙a(s) sont contenus dans K. Ce qui montre
qu’il existe une constante C > 0 telle que les ge´ode´siques αa sont de longueurs euclidiennes
Leuc(αa) infe´rieures a` C. En d’autres termes, les αa sont contenues dans un compact K
′ de
Ω+.
Comme J−(K ′) ∩ ∂Ω+ est un compact de ∂Ω+, les courbes pi ◦ r ◦ αa restent dans un
compact de (∂Ω+/ ∼, d¯∂Ω+). D’autres part, pour tout 0 < a < 1, pour tout s1, s2 dans [0, la]
on a :
d¯∂Ω+(pi(r(αa(s1))), pi(r(αa(s2)))) = dΣ(r(αa(s1)), r(αa(s2)))
≤ dTcosa (αa(s1)), αa(s2)))
et donc
d¯∂Ω+(pi(r(αa(s1))), pi(r(αa(s2)))) ≤ |s1 − s2| .
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Ce qui montre que la famille des courbes pi◦r◦αa est une famille e´quicontinue. On peut donc
appliquer le The´ore`me d’Ascoli-Arze´la et conclure que les pi◦r◦αa convergent uniforme´ment
dans (∂Ω+/ ∼, d¯∂Ω+) vers une courbe α d’extre´mite´s r(p) et r(q).
Comme L(pi ◦ r ◦ αa) ≤ L(pi ◦ r ◦ αa) et que lima→0 L(pi ◦ r ◦ αa) = d¯∂Ω+(r(p), r(q)), on
en de´duit que lima→0 L(pi ◦ r ◦ αa) = d¯∂Ω+(r(p), r(q)). Or la structure de longueur L est
semie-continue infe´rieurement, donc L(α) = d¯∂Ω+(r(p), r(q)). 
On enchaine avec la proposition suivante qui met en avant la relation entre l’espace
me´trique (∂Ω+/ ∼, d¯∂Ω+) et le comple´te´ (ΣF, dFΣ ) de (Σ, dΣ) :
Proposition 7.3.9. L’espace me´trique (∂Ω+/ ∼, d¯∂Ω+) se plonge naturellement dans le
comple´te´ (ΣF, dFΣ ) de (Σ, dΣ).
Pour la preuve nous aurons besoin du lemme suivant :
Lemme 7.3.10. ([25, Lemme 4.11]). Pour tout point x dans ∂Ω+, il existe un vecteur v
lumie`re tel que x+ R+v soit contenu dans ∂Ω+.
Preuve de la Proposition 7.3.9. Soit (ΣF, dFΣ ) le comple´te´ de l’espace me´trique
(Σ, dΣ). Rappelons que (Σ
F, dFΣ ) est de´finie comme e´tant le me´trise´ du pseudo-espace me´-
trique (Σ∞, d∞) ou` Σ∞ est l’ensemble des suite de Cauchy de (Σ, dΣ) et d∞ est la pseudo-
distance de´finie par : si (xi)i∈N et (yi)i∈N son deux suite de Cauchy de (Σ, dΣ), alors
d∞((xi)i, (yi)i) = limi→∞ dΣ(xi, yi). Notons par pi′ : Σ∞ → Σ˜ la projection de Σ∞ dans
ΣF.
Nous allons tout d’abord montrer qu’e´tant donne´ un point x dans ∂Ω+, il existe une
suite (xi)i∈N d’e´le´ments de Σ convergeant vers un point y tel que d∂Ω+(x, y) = 0. Soit x
dans ∂Ω+ \ Σ. Soit (pi)i∈N une suite d’e´le´ments de Ω+ convergeant vers x et telle que :
Tcos(pi+1) < Tcos(pi) pour tout i dans N. Comme les pi restent dans un compact de Ω+, on
obtient que les r(pi) restent dans un compact de ∂Ω
+. Donc quitte a` extraire une sous suite,
on peut supposer que les r(pi) convergent vers un e´le´ment y de ∂Ω
+. Donc le vecteur x− y
est limite des pi − r(pi) :il est donc causal. Comme ∂Ω+ est achronal, x− y s’il est non nul,
est de type lumie`re, et donc y doit appartenir a` un rayon lumie`re passant par x qui d’apre`s
le Lemme 7.3.10 est unique.
On de´finit alors la fonction f : ∂Ω+ → ΣF qui a` chaque x dans ∂Ω+ associe l’image par
pi′ d’une suite (xi)i∈N de Σ convergeant vers un point y de Σ tel que d∂Ω+(x, y) = 0. Cette
fonction est bien de´finie. En effet,
– Une suite de Σ qui converge est de Cauchy pour la distance euclidienne deuc de Rn+1
et donc de Cauchy pour dΣ ;
– Si deux suites de Σ convergent vers deux points a` pseudo-distance d∂Ω+ nulle, alors
elles se projettent sur le meˆme point par pi′.
Le fait que la fonction f soit un plongement isome´trique est imme´diat. 
Il nous reste maintenant a` e´tudier les proprie´te´s du comple´te´ de la singularite´ initiale
(Σ, dΣ).
Proposition 7.3.11. Le comple´te´ (ΣF, dFΣ ) de la singularite´ initiale (Σ, dΣ) est un espace
CAT (0).
De´monstration. Nous allons tout d’abord montrer que (ΣF, dFΣ ) posse`de la proprie´te´ du
milieu approximative. Pour cela, il suffit de le montrer pour (Σ, dΣ) car (Σ, dΣ) est dense
dans (Σ˜, d˜Σ).
Soient p, q deux points de XTcos et soit  > 0. Pour tout a > 0, notons par za le point
de XTcos tel que da(p, za) = da(q, za) =
1
2da(p, q) +

3 . Soit a0 > 0 tel que : pour tout
0 < a ≤ a0 on a |dΣ(r(p), r(q))− da(p, q)| < 3 . Soit a1 > 0 tel que : pour tout 0 < a ≤ a1
on a |dΣ(r(p), r(q))− da(p, za0)| < 3 . Alors pour tout 0 < a < min(a0, a1) on a :
dΣ(r(p), r(za0)) ≤ da(p, za0) +

3
.
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Or da(p, za0) ≤ da0(p, za0) pour tout 0 < a < min(a0, a1). Donc
dΣ(r(p), r(za0)) ≤
1
2
da(p, q) +

3
+

3
≤ 1
2
dΣ(r(p), r(q)) + .
De manie`re analogue on montre qu’il existe un a′0 tel que dΣ(r(q), r(za′0)) ≤ 12dΣ(r(p), r(q))+
. On obtient ainsi un point milieu  approximatif en prenant z = zmin(a0,a′0).
Comme (ΣF, dFΣ ) est complet, 4-point valeur d’adhe´rence d’espaces CAT (0), alors par
le The´ore`me 2.3.9 il est CAT (0).
Soit T : Ω+ →]0,+∞[ une fonction temps quasi-concave Γ-invariante. Pour chaque a > 0,
notons comme pre´ce´dement par :
– ΣTa le niveau de T correspondant a` la valeurs a i.e Σ
T
a = T
−1(a) ;
– dTa la distance sur le niveau Σ
T
a de´finie par la me´trique Riemannienne ga de Σ
T
a ;
– Toujours par dTa la distance d
T
a du niveau Σ
T
a transporte´e sur l’espace des lignes du
gradient de T ;
– δTa la distance d
T
a transporte´e a` l’espace des lignes du gradient cosmologique XTcos ;
– δTcosa la distance d
Tcos
a transporte´e a` l’espace des lignes du gradient de T .
Le but de la proposition suivante est de donner une description plus pre´cise du compor-
tement asymptotique de la famille des distances (δTa )a>0.
Proposition 7.3.12. Les distances δTa , ou` a > 0, convergent pour la topologie uniforme sur
les compacts vers la distances dΣ.
De´monstration. Dans la Proposition 3.3.4, nous avons montre´ que la famille (δTa )a>0 a des
valeurs d’adhe´rences pour la topologie uniforme sur les compacts et que toute valeur d’adhe´-
rence δT0 de cette famille ve´rifie : δ
T
0 ≤ dΣ. Donc pour montrer que (δTa )a>0 converge vers
dΣ, il suffit de montrer que toutes ses valeurs d’adhe´rences sont e´gales a` dΣ.
Soit (δTai)i∈N une sous suite de (δ
T
a )a>0 convergeant vers δ
T
0 . Soient p et q dans XTcos .
Pour chaque i ∈ N, notons par respectivement par pi, qi les points d’intersections du niveau
ΣTa = T
−1(ai). Remarquons de´ja` que les J−(pi)∩Ω+ (respectivement J−(qi)∩Ω+) forment
une suite de´croissante de compacts qui convergent vers r(p) (respectivement r(q)).
Soit i ∈ N, il existe alors un α(ai) tel que l’hypersurface ΣTcosα(ai) soit dans le passe´ de
l’hypersurface ΣTai . Notons respectivement par xi, yi les lignes du gradient de T passant
par les points pi et qi de Σ
T
ai . Notons aussi respectivement par xα(ai), yα(ai) les points
d’intersections des lignes xi et yi avec le niveau Σ
Tcos
α(ai)
. On a alors :
dTcosα(ai)(p,q) ≤ δ
Tcos
α(ai)
(xi,yi) + d
Tcos
α(ai)
(p, xi) + d
Tcos
α(ai)
(q, yi).
Or par la Proposition 3.2.16 on a : δTcosα(ai)(xi,yi) ≤ dTai(xi,yi) = δTai(p,q), donc
dTcosα(ai)(p,q) ≤ δTai(p,q) + d
Tcos
α(ai)
(p, xi) + d
Tcos
α(ai)
(q, yi).
D’une part les quantite´s dTcosα(ai)(p, xi) (resp d
Tcos
α(ai)
(q, yi)) sont majore´es par
∣∣∣∣pα(ai) − xi∣∣∣∣
(resp
∣∣∣∣qα(ai) − yi∣∣∣∣), ou` ||.|| est la norme euclidienne de Rn+1 et pα(ai) (resp qα(ai)) est le
point d’intersection de la ligne p (resp q) avec le niveau ΣTcosα(ai). Or les xi, pα(ai) (resp yi,
qα(ai)) convergent quand i tend vers ∞ vers le meˆme point qui est r(p) (resp r(q)). Ce qui
montre que les dTcosα(ai)(p, xi) et d
Tcos
α(ai)
(q, yi) tendent vers 0 quand i tend vers ∞.
D’autre part, les distances dTcosα(ai) et δ
T
ai convergent respectivement quand i tend vers ∞
vers dΣ et δ
T
0 . On obtient donc que
dTcosΣ ≤ δT0
et donc dTcosΣ = δ
T
0 .
Ceci ache`ve la preuve du The´ore`me 7.3.1.
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7.4 Comportement asymptotique dans le futur
Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet de type standard i.e muni d’une action iso-
me´trique d’une de´formation affine Γτ dans SO
+(1, n) n R1,n d’un re´seau uniforme Γ de
SO+(1, n). Dans cette section nous allons montrer le The´ore`me E. Plus pre´cise´ment, nous
montrons le the´ore`me suivant :
The´ore`me 7.4.1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction temps T
quasi-concave de´finie sur Ω+, les niveaux de (T−1(a), 1supT−1(a) Tcos da) pour a assez grand
sont C-quasi-isome´triques a` la varie´te´ hyperbolique compacte Hn/Γ. En particulier, les ni-
veaux (T−1(a), 1supT−1(a) Tcos da) admettent des valeurs d’adhe´rences pour la topologie Gromov
e´quivariante qui sont des varie´te´s Riemanniennes C-quasi-isome´triques les unes aux autres.
Commenc¸ons par l’exemple e´le´mentaire suivant qui illustre un peu le comportement
asymptotique au voisinage de l’infini :
Exemple 7.4.2. On conside`re le coˆne futur C< muni de l’action isome´trique de Γ. Les
niveaux cosmologiques (ΣTcosa ,
1
ada) renormalise´s sont tous isome´triques a` (H
n, dHn). Les
niveaux cosmologique (ΣTcosa ,
1
ada) convergent donc trivialement pour la topologie de Gromov
e´quivariante vers (Hn, dHn).
Le fait que la me´trique lorentzienne du coˆne soit isome´trique a` un produit direct de
la forme −dt2 ⊕ hHn rend l’e´tude du comportement asymptotique au voisinage de l’infini
triviale. Dans le cadre ge´ne´ral les choses se compliquent davantage ; la me´trique lorentzienne
est loin d’eˆtre un produit direct et les niveaux cosmologiques ne sont plus homothe´tiques les
uns aux autres. Cependant comme le montre le re´sultat ci dessous les niveaux cosmologiques
ont tendance a` s’uniformiser quand le temps tend vers l’infini.
Notons comme pre´ce´demment :
– Tcos le temps cosmologique de Ω
+ ;
– ΣTcosa le niveau cosmologique correspondant a` la valeurs cosmologique a et
1
ad
Tcos
a la
distance de ΣTcosa renormalise´e ;
Proposition 7.4.3. ([25, Proposition 7.1]). Les niveaux cosmologiques (ΣTcosa ,
1
ad
Tcos
a ) re-
normalise´s convergent pour la topologie uniforme sur les compacts vers l’espace (Hn, dHn).
Corollaire 7.4.4. ([25, Corollaire 7.5]). Les espaces (Γ,ΣTcosa ,
1
ad
Tcos
a ) convergent spectra-
lement vers l’espace (Γ,Hn, dHn)
Remarque 7.4.5. Une conse´quence imme´diate du The´ore`me 7.4.3, est que les espaces
(Γτ ,Σ
Tcos
a ,
1
ada) convergent pour la topologie de Gromov e´quivariante vers l’espace (Γ,Σ, dΣ).
En effet, d’apre`s la Proposition 2.7.17 la convergence uniforme sur les compacts implique la
convergence de Gromov e´quivariante.
Soit N : Ω+ → Hn la fonction temps normale associe´e au temps cosmologique Tcos.
Nous commenc¸ons par montrer la proposition suivante qui nous permet d’avoir un controˆle
uniforme sur la fonction normale d’une hypersurface convexe donne´e :
Proposition 7.4.6. Soit S ⊂ Ω+ une hypersurface convexe Γ invariante. Soit n : S → Hn
son application de Gauss. Alors pour tout p dans S on a :
|〈Np,np〉| ≤ supS Tcos
infS Tcos
.
Nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 7.4.7. Soient deux niveaux cosmologiques ΣTcosa et Σ
Tcos
b avec b < a. Alors pour
tout q dans ΣTcosb , pour tout x ∈ Hn tels que ΣTcosa ⊂ J+(q + x⊥) on a :
|〈Nq, x〉| ≤ a
b
.
De´monstration. Soit q dans ΣTcosb et soit x ∈ Hn tels que ΣTcosa ⊂ J+(q + x⊥). Donc pour
tout y dans ΣTcosa on a :
〈q − y, x〉 ≥ 0
donc
〈y, x〉 ≤ 〈q, x〉
il s’en suit
〈r(y) + aNy, x〉 ≤ 〈r(q) + bNq, x〉
donc
〈r(y), x〉+ a 〈Ny, x〉 ≤ 〈r(q), x〉+ b 〈Nq, x〉
ce qui montre que
a 〈Ny, x〉 ≤ b 〈Nq, x〉+ 〈r(q)− r(y), x〉 .
Par la Proposition 3.1.32 la fonction normale N : ΣTcosa → Hn est surjective. Donc il existe
un y dans ΣTcosa tel que Ny = x. Donc 〈r(q)− r(y), x〉 ≤ 0 ce qui montre que
−a = a 〈Ny, x〉 ≤ b 〈Nq, x〉 .
On obtient donc
|〈Nq, x〉| ≤ a
b
.
Preuve de la Proposition 7.4.6 Comme l’action de Γ sur l’hypersurface S ⊂ Ω+
est cocompacte, les supS Tcos et infS Tcos sont atteints. Notons les par a = supS Tcos et
b = infS Tcos. L’hypersurface S est donc dans le passe´ de l’hypersurface cosmologique Σ
Tcos
a
et dans le futur de l’hypersurface cosmologique ΣTcosb . Soit p dans S et soit Pp = p + n
⊥
p
l’hyperplan tangent de S en p. Comme S est convexe, elle est contenue entie`rement dans le
futur causal de Pp i.e S ⊂ J+(Pp) et donc ΣTcosa ⊂ J+(Pp). Le point q = r(p) + bNp ∈ ΣTcosb
e´tant dans le passe´ de p, on en de´duit donc que ΣTcosa ⊂ J+(q + n⊥p ). Donc pour montrer
que pour tout p dans S on a |〈Np,np〉| ≤ ab , il suffit de montrer que pour tout q dans ΣTcosb ,
pour tout x ∈ Hn tels que ΣTcosa ⊂ J+(q+x⊥) on a |〈Nq, x〉| ≤ ab . Ce qui de´coule du Lemme
7.4.7. 
Remarque 7.4.8. Dans le Lemme 7.4.7 nous nous sommes restreint au cas des espaces-
temps standard essentiellement pour disposer de la surjectivite´ de la fonction temps normale
que nous savons vraie dans ce cas. Ne´amoins, une le´ge`re modification de la preuve montre
que la Proposition 7.4.6 reste vraie meˆme dans le cas des espaces-temps MGHC non e´le´-
mentaires plats. En effet, conside´rons deux niveaux cosmologiques ΣTcosa et Σ
Tcos
b avec b < a.
Soit q dans ΣTcosb . Soit Sa l’hyperboloide de´fini au dessus de r(q) i.e :
Sa =
{
y ∈ R1,n tel que |y − r(q)|2 = −a2
}
.
Remarquons que Sa est contenue dans le futur de Σ
Tcos
a . On a alors pour tout y dans Sa :
〈y, x〉 ≤ 〈q, x〉
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et donc
〈y, x〉 ≤ 〈r(q), x〉+ b 〈Nq, x〉
il s’en suit
〈y − r(q), x〉 ≤ b 〈Nq, x〉
Il existe y dans Sa tel que y − r(q) = ax et donc 〈y − r(q), x〉 = −a donc,
−a ≤ b 〈Nq, x〉
et donc
|〈Nq, x〉| ≤ a
b
.

Proposition 7.4.9. Soit S ⊂ Ω+ une hypersurface convexe Γ invariante et soit d la dis-
tance de´finie sur S par la me´trique Riemannienne obtenue comme restriction de la me´trique
Lorentzienne ambiante de l’espace de Minkowski R1,n a` S. Alors (S, d) est K-bilipschitz a`
(ΣTcossupS Tcos , d
Tcos
supS Tcos
) ou` K = supS TcosinfS Tcos
Remarque 7.4.10. Bien suˆr il n’est pas question ici de montrer que (S, d) est bilipschitz
a` (ΣTcossupS Tcos , d
Tcos
supS Tcos
), car ceci de´coule de la cocompacite´ de l’action de Γ, mais plutoˆt de
montrer que la constante bilipschitz K de´pend des hypersurfaces barrie`res future et passe´e et
non de l’hypersurface S.
Nous commenc¸ons par la proposition suivante qui montre que les niveaux cosmologiques
sont bilipschitz les uns aux autres :
Proposition 7.4.11. ([25, Lemme 7.4]). Les niveaux cosmologiques ΣTcosa et Σ
Tcos
b sont
a
b -bilipschitz l’un a` l’autre.
Preuve de la Proposition 7.4.9. Soit S une une hypersurface convexe Γ invariante de
Ω+ et soit d sa distance associe´e que nous pouvons voir comme e´tant de´finie surXTcos l’espace
des lignes du gradient cosmologique. Notons par a = supS Tcos et par b = infS Tcos. Nous
voulons montrer que (S, d) est ab -bilipschitz a` (Σ
Tcos
a , d
Tcos
a ) i.e (
b
a )
2dTcosa ≤ d ≤ (ab )2dTcosa .
Comme d ≤ da alors graˆce a` la Proposition 7.4.11 il nous suffit de montrer que badTcosb ≤ d.
Soit α : [0, 1]→ S une courbe Lipschitz. On a alors pour presque tout s dans [0, 1],
α(s) = r(α(s)) + Tcos(α(s))N(α(s))
donc,
α˙(s) = r˙(s) + T˙cos(s)Ns + Tcos(s)N˙(s)
ce qui montre que
|α˙(s)|2 = |r˙(s)|2 + Tcos(s)2
∣∣∣N˙(s)∣∣∣2 + Tcos(s)〈r˙(s), N˙(s)〉− T˙cos(s)2
or |r˙(s)|2 ≥ 0,
∣∣∣N˙(s)∣∣∣2 ≥ 0 et 〈r˙(s), N˙(s)〉, donc
|α˙(s)|2 ≥ |r˙(s)|2 + b2
∣∣∣N˙(s)∣∣∣2 + b〈r˙(s), N˙(s)〉− T˙cos(s)2.
En d’autres termes
|α˙(s)|2 ≥
∣∣∣r˙(s) + bN˙(s)∣∣∣2 − T˙cos(s)2.
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D’autre part on a
T˙cos(s) = dα(s)Tcos.α˙(s) = 〈N(α(s)), α˙(s)〉 .
On de´compose N(α(s)) = f(s)nα(s) + v(s), ou` n est l’application normale de S et vs est
dans n(α(s))⊥. Par la Proposition 7.4.6 :
∣∣〈Nα(s),n(α(s))〉∣∣ ≤ ab et donc |v(s)|2 ≤ (ab )2 − 1.
Par suite ∣∣∣T˙cos(s)∣∣∣ = |〈v(s), α˙(s)〉| ≤ |v(s)| |α˙(s)|
et donc
T˙cos(s)
2 ≤ ((a
b
)2 − 1) |α˙(s)|2 .
On obtient donc
|α˙(s)|2 ≥ ( b
a
)2
∣∣∣r˙(s) + bN˙(s)∣∣∣2
ce qui montre que
b
a
dTcosb ≤ d

Remarque 7.4.12. La preuve de la Proposition 7.4.9 repose essentiellement sur la Propo-
sition 7.4.6, ce qui fait qu’elle reste vraie meˆme dans le cas d’un espace-temps MGHC plat
futur complet non e´le´mentaire.
Corollaire 7.4.13. Soit M un espace-temps MGHC non e´le´mentaire plat futur complet.
Soit T : M˜ →]−∞, 0[ sa fonction temps CMC associe´. Alors pour tout a > 0, l’hypersurface
(ΣT− 1a
, dT− 1a
) est n2-bilipschitz a` l’hypersurface (ΣTcosa , d
Tcos
a ).
De´monstration. Ceci de´coule imme´diatement de la Proposition 3.2.15 et de la Proposition
7.4.9.
La proposition suivante donne un controˆle sur les couples de barrie`res cosmologiques au
voisinage de l’infini des niveaux d’une fonctions temps quasi-concave donne´e :
Proposition 7.4.14. Soit M ' Ω+/Γτ un espace-temps MGHC non e´le´mentaire plat de
type standard, ou` Ω+ est un domaine re´gulier et Γτ est une de´formation affine d’un re´seau
cocompact Γ de SO+(1, n). Il existe un M > 0, tel que pour toute fonction temps de Cauchy
quasi-concave Γ invariante T : Ω+ →]0,+∞[ on a
lim
b→∞
supΣTb Tcos
infΣTb Tcos
≤M
De´monstration. Soit Ω+ un domaine re´gulier muni d’une action isome´trique de Γτ . Soit K ⊂
Hn un domaine fondamental (compact) pour l’action de Γ sur Hn. Par la Proposition 3.1.32
et le Lemme 3.1.19 on a que K ′ = r(N−1(K)) est un domaine fondamental pour l’action
de Γτ sur Σ dont la ferme´ture est un compacte de R1,n. On a donc que pour tout p dans
Ω+, il existe γ dans Γ tel que γNp ∈ K et γτr(p) ∈ r(N−1(K)). On a aussi que la quantite´
〈r1 − r2, n〉 est borne´e sur K ′ ×K ′ ×K. Notons alors par M1 = supK′×K′×K |〈r1 − r2, n〉|.
Soit maintenant S une hypersurface de Cauchy convexe de Ω+. Comme l’action de Γτ
sur S est cocompacte, il existe un p dans S tel que supS Tcos = Tcos(p) = a. Quitte a`
composer par une isome´trie βτ , on peut supposer que Np est dans K et r(p) est dans K
′.
L’hypersurface S est donc contenue dans le passe´ causal de ΣTcosa . Le point p e´tant contenu
dans S ∩ΣTcosa et S est convexe, on en de´duit donc que l’hyperplan tangent Pp a` S en p est
en fait un hyperplan tangent a` ΣTcosa en p. On obtient donc que pour tout γ dans Γ, γτ .Pp
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est l’hyperplan tangent a` la fois a` S et a` ΣTcosa en γτ .p. En d’autres termes : pour tout x
dans S et tout γ dans Γ on a
〈γτp− x, γ.Np〉 ≥ 0
et donc
〈x, γ.Np〉 ≤ 〈γτp,Np〉
Mais γτp = γ.p+ τ(γ) et x = r(x) + Tcos(x)Nx , donc
Tcos(x) 〈Nx, γ.Np〉 ≤ 〈p,Np〉 − 〈r(x), γ.Np〉+ 〈τ(γ), γ.Np〉
donc
Tcos(x) 〈Nx, γ.Np〉 ≤ 〈p,Np〉 −
〈
γ−1r(x) + τ(γ−1), Np
〉
par suite
Tcos(x) 〈Nx, γ.Np〉 ≤ −Tcos(p) +
〈
r(p)− r(γ−1τ x), Np
〉
et donc ∣∣∣∣ Tcos(p)〈Nx, γ.Np〉
∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣
〈
r(p)− r(γ−1τ x), Np
〉
〈Nx, γ.Np〉
∣∣∣∣∣ ≤ Tcos(x)
ce qui montre ∣∣∣∣ 1〈γ−1.Nx, Np〉
∣∣∣∣− 1a
∣∣∣∣∣
〈
r(p)− r(γ−1τ x), Np
〉
〈γ−1.Nx, Np〉
∣∣∣∣∣ ≤ Tcos(x)a
Pour chaque x dans S, il existe un γx dans Γ tel que γ
−1
x .Nx est dans K et r((γx)
−1
τ x)
dans K ′. Donc
1
M
− 1
a
M1
M
≤ Tcos(x)
a
ou` M = infK×K |〈n, n′〉|
Comme cette dernie`re ine´galite´ est vraie pour tout x dans S, on obtient donc
1
M
− 1
a
M1
M
≤ infS Tcos
a
En d’autres termes
1
M
− 1
supS Tcos
M1
M
≤ infS Tcos
supS Tcos
Soit maintenant T : Ω+ →]0,+∞[ fonction temps de Cauchy quasi-concave Γ invariante.
On a alors
1
M
− 1
supΣTb Tcos
M1
M
≤
infΣTb Tcos
supΣTb Tcos
Il est claire que quand b tend vers +∞, la quantite´ supΣTb Tcos tend vers +∞. On obtient
donc :
lim
b→∞
supΣTb Tcos
infΣTb Tcos
≤M
Preuve du The´ore`me 7.4.1. Soit Ω+ un domaine re´gulier futur complet de type
standard i.e muni d’une action isome´trique d’une de´formation affine Γτ dans SO
+(1, n)nR1,n
d’un re´seau uniforme Γ de SO+(1, n). Soit T : Ω+ →]0,+∞[ une fonction temps quasi-
concave Γ-invariante. Notons comme nous avons pris l’habitude par :
– XTcos l’espace des lignes du gradient cosmologique ;
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– dTcosa la distance du niveau Σ
Tcos
a transporte´e a` l’espace des lignes du gradient cosmo-
logique XTcos ;
– δTa la distance d
T
a du niveau Σ
T
a transporte´e a` l’espace des lignes du gradient cosmolo-
gique XTcos .
Soit a > 0. Notons par a+ = supΣTa Tcos et par a− = infΣTa Tcos. Par la proposition 7.4.9
on a : pour tout x et y dans XTcos ,
a−
a+
dTcosa− (x, y) ≤ δTa (x, y) ≤ dTcosa+ (x, y)
donc
(
a−
a+
)2
dTcosa− (x, y)
a−
≤ δ
T
a (x, y)
a+
≤ d
Tcos
a+ (x, y)
a+
Par la proposition 7.4.14, il existe un C (qui de´pend que de l’espace-temps) tel que
a+
a−
≤ C pour a assez grand. On utilise alors la proposition 7.4.3 pour conclure que : pour a
assez grand la distance δTa est C-quasi-isome´trique a` la distance hyperbolique dHn . Toujours
par la proposition 7.4.3 on obtient que les valeurs d’adhe´rences de la famille (δTa )a>0 sont
toutes C-bilipschitz a` la distance hyperbolique.
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